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U radu se analizira savijanje grede konacne duzine postavijene na elasticnu podlogu nezatezuceg
Vinklerovog tipa. Greda je opterecena konstantnim kontinualnim optereéenjem i silom na jednom kraju.
Pokazano je da u slucaju da su zadovoljeni odredeni parametri dolazi do delimicnog odvajanja grede
od podloge. Do odvajanja moZze da dode na jednoj strani grede ili u njenom sredisnjem delu. Formirane
su nelinearne algebarske jednacine cije resenje daje koordinate tackaka odvajanja. Odredeni su ugibi
greda vodeci racuna da na mestima odvajanja grede nema dejstva podloge. Na nekoliko primera su data

poredenja elasticne linije grede prema klasicnom i predlozenom proracunu.

Kljuéne redi: nezatezucéa Vinklerova podloga, greda

1. UvOD

Grede koje se oslanjaju na elastichu podlogu
predstavljaju model mnogih bitnih konstukcija, kao $to
su temelji gradevinskih objekata, Zeleznicke Sine,
putevi itd. Tako su svojstva tla, veoma cesto, cla-
stoplasti¢na, ipak postoje slucajevi kada je model ela-
sti¢ne podloge prihvatljiv. Osim toga, na sli¢an nacin
se mogu modelovati i ploveci objekti kao §to su bro-
dovi i splavovi. Zbog izuzetne vaznosti ove teme, kao
1 tehnicke primenljivosti, davno su se pojavili razni
matematicki modeli elasticnog tla, izmedu ostalih 1
Vinklerov model, koji je i najjednostavniji. Prema
Vinklerovom modelu, na gredu, usled interakcije sa
podlogom, deluje kontinualno opterecenje koje je pro-
porcionalno ugibu grede.

U pojedinim slucajevim, pri dejstvu nekog nesi-
metri¢nog opterecenja moze doc¢i do odvajanja grede
od podloge i1 njenog izdizanja. Takva situacija moze
nastupiti, na primer, kada neko teSko vozilo nagazi
tockom na jedan kraj grede, kao $to je to prikazano na
slici 1.
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Slika 1 — Odvajanje kraja grede od podloge pri dejstvu
tereta na drugom Kkraju

Osnovni problem u tom slu€aju $to je prema Vi-
nklerovom modelu, deo grede koji se odvojio od po-
dloge i dalje optere¢en od strane podloge i to opte-
re¢enjem koje gredu vuce ka sebi, §to fizicki nije tacno.
Ovaj nedostatak je davno uocen pa se pojavio i model
Vinklerove podloge prema kome izmedu podloge i
grede postoji samo pritisno dejstvo. Uobicajeno je da
se ova podloga naziva nezatezuca Vinklerova podloga.
U radovima [1]-[9] su razmatrani uticaji na savijanje i
stabilnost grede na pomenutoj podlozi pri razli¢itim
optere¢enjima. I pored toga Sto je ova oblast dobro
proucena postoje moguénosti za dodatna istrazivanja.

U ovom radu je ispitan zajednicki uticaj sile na
jednom kraju grede i kontinualnog optereéenja, kada je
ona postavljena na nezatezu¢u Vinklerovu podlogu.
Odredene su vrednosti parametara pri kojima dolazi do
odvajanja grede od podloge i kakav to ima uticaj na
pomeranja. Uporedena su dobijena reSenja sa onima
koja ne uzimaju u obzir odvajanje. Na kraju, izveden
je zakljucak u kojoj su meri, rezultati dobijeni
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koris¢enjem klasiCne teorije, zaista ispravni i prime-
nljivi.

2. POSTAVKA PROBLEMA

Posmatra¢emo gredu AB postavljenu na elasticnu
podlogu nezatezu¢eg Vinklerovog tipa krutosti ¢, pri
¢emu je [c] = 1 N/m3, prikazanu na slici 2. Greda je
konstantnog poprecnog preseka, koji ima vertikalnu
osu simetrije ¢iji aksijalni moment inercije iznosi I,
dok Sirina preseka sa donje strane, kojom se ostvaruje
dodir sa podlogom, iznosi B. Duzina grede je I, dok je
E modul elasti¢nostti materijala grede. Greda je optere-
¢ena konstantnim linijskim kontinualnim opterece-
njem g, koje moze biti tezina grede i koncentrisanom
silom F, koja deluje u tacki B. Uves¢emo koordinatni
sistem zAy, pri ¢emu je Y 0sa usmerena prema dole.

q F
A Y
- [ o

Y -

Slika 2 — Geometrija grede i njeno opterecenje

Prema koris¢enom modelu podloge, greda ce,
pored aktivnih optereéenja, biti sa donje strane strane,
prema gore, opterecena kontinualnim opterecenjem

q,=cBYy (1)
tako da je diferencijalna jednacina savijanja grede
4
El d—i’ —q-cBy
dz 2)

Posto ¢emo razmatrati slu¢aj grede koja se, jednim
svojim delom, odvojila od podloge i samim tim, ostala
bez dejstva pritiska podloge (1), na tom delu je savi-
janje grede opisano diferencijalnom jednac¢inom

4
dz (3)
Opste resenje diferencijalne jednacine (2) je
y =e? (A sinkz + A, coskz)
+e (A sinkz + A4coskz)+c'ib
(4)

gde je uvedena oznaka

k :4/2
4E1 ©)

dok su A1, Az, Az i A4 integracione konstante.
Opste resenje diferencijalne jednacine (3) je
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4
y=C,z2°+C,2%+C;3z+C, L Laz

24 EI
(6)
pri ¢emu su Cy, Cy, C3 m C4 odgovarajuce integracione
konstante.

Da bi smanjili broj parametara koji uticu na sa-
vijanje grede, reSenja diferencijalnih jednacina su na-
pisana u bezdimenzionalnoj formi. Ukoliko uvedemo
bezdimenzionalne parametre

y 4 ql
=L x==, a=kl, =4 (7
W= Q El O

reSenje (4) prelazi u

w=e"*(A sinkx+ A, c0S Ax)
Q

+e X (Agsinh x+ A, COSAX) +—=1
4 ®)

dok ¢e resenje (6) biti

w=C,23+C,22+C,2+C, +—Qx*

1 2 3 4t o, Q ©)
pri ¢emu su uvedene i odgovarajuce bezdimenzonalne
integracione konstante.

Da bi sracunali ugibe grede, potrebno je prvo odre-
diti da li uopste dolazi do odvajanja grede od podloge.
Zatim, ukoliko dolazi do odvajanja, treba odrediti na
koji nacin. U vezi sa tim razlikova¢emo tri slu¢aja, koji
¢e u nastavku biti posebno razmatrani.

3. SLUCAJ KADA SE GREDA NE ODVAJA OD
PODLOGE

Ovaj slucaj zvacemo klasi¢ni slucaj i on podrazu-
meva da je greda celom duzinom oslonjena na podlogu
ida se od nje nije odvojila. Skica jednog takvog slucaja
prikazana je na slici 3. Deformacija grede je tada
opisana opstim reSenjem (4), odnosno (8).

W(z2)
) / -
A

y B
Slika 3 — Greda se ne odvaja od podloge

Na osnovu uslova koje na krajevima Stapa A i B
zadovoljavaju moment savijanja i transverzalna sila,
granicni uslovi su

d3y
w070

Yoo g1 9o
dzz(l)_o, El 5 ()=F )

Njihov bezdimenzionalni oblik je
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d’w d3w
d7(0)= d—(O) 0
d3w

S¥m=-0 “Z@=-p

d2 , o (11)
pri ¢emu je

p_FI”
T EI

(12)
Nakon odredivanja integracionih konstanti dobi-
jamo da je bezdimenzionalni ugib dat sa
PQ+p, P
4)\* (=2 +cos 21 +ch 21)

(13)
gde je
P, =—2+C0S 2\ +ch2\

p; = e 0 (P3 COSAX + Py) ,

Py = (€% —1)(1+e”™)cosh —2(e?* +e?*)sinA

p, = (€% —1)(1+e?*)sinAsinAx (14)
4. SLUCAJ KADA SE LEVA STRANA GREDE
ODVAJA OD PODLOGE

Drugi slucaj savijanja grede podrazumeva da se
njena leva strana, suprotna od kraja optere¢enog silom,
u izvesnoj meri odvoji od podloge. Sa C ¢emo oznaditi
tacku, sa nepoznatom koordinatom zi1, u kojoj dolazi
do odvajanja grede od podloge (videti skicu na Slici 4).
U tom slu¢aju savijanje grede za 0<z <z, opisano je
jednacinom (3) i reSenjem (6) odnosno (9), koje ¢emo
oznaciti sa y1 i wi, dok je za z; <z<I, opisano je-
dnacinom (2) i reSenjem (4) i (8), koje ¢emo oznaciti
sa Y. 0dnosno wa.

1 Y2

B

Yy

Slika 4 — Greda se levom stranom odvaja od podloge
Granic¢ni uslovi u tackama A 1 B su

szl d3Y1
0)=0 0)=0
e @0 LEO

d* y2(|) 0 —EI

3
Y (y=F
dz (15)
dok u tacki C mora biti Zadovoljeno da do odvajanja
dolazi upravo na povrs§i nedeformisane podloge kao i
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da prelaz sa jedne na drugu krivu mora biti gladak. Na
taj na¢in dobijano uslove

Vi (z1) :0’ Yo(21) =0 ’
2
By Be gy, ddZ?( )L @)
(16)

d iz - d L.

Bezdimenzionalni oblik ovih grani¢nih uslova je

d? g3 d2
V:1(0)=0: n0)=0, —22@®=0,
d3 Wz D=-P, w(s)=0, w,(s)=0,
00 gy = My, O G )
X dx
d3 Wl( )_ d3 W2 (), 17)
gdejes:zlll.

Na osnovu ovih devet uslova odredujemo osam
integracionih konstanti, kao i koordinatu s. Imajuc¢i u
vidu da se na osnovu grani¢nih uslova (17)1 i (17)2
dobijadaje C, =0 i C, =0, iz grani¢nih uslova (17)s,
(17)4, (17)s i (17)9 se mogu odrediti konstante A, — A,
u funkciji od s. Njihovom zamenom u uslov (15)e
dobijamo nelinearnu algebarsku jednac¢inu po s. Ta
jednacina se moZe svesti na oblik

gl+mgz=01 (18)

gde je
P F
m=—=—

Q al

dok su izazi g; i g2 dati sa

(19)

g, = 42 Lot (s) —1)2 + e (s +1)2
—2e2M9%[(s%)2 —1) cos 2(s —1)A + 25Asin 2(1— S)A]
g, = 4A[(e®* @3y co5((1-5)A)

_ (e(3+s)k + e(1+35)7u)sin((1_ S);\,)

. (20)

g, = 42{e®"*[cos(1— s)A —sin(L—s)A]
— @3 cos(1—s)A +sinL—s)A]} '

Kada smo odredili s, moZemo odrediti i kona¢nu
vrednost integracionih konstanti A, — A, i na kraju, na
osnovu uslova (17)s i (17)7 odredujemo i preostale
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konstante C, i C,. Vazno je napomenuti da vrednost

s zavisi samo od odnosa bezdimenzionalnih
parametara P i Q, koji smo oznadili sa m.

Jedan tipian slucaj odvajanja grede od podloge
prikazan je na Slici 5. Bezdimenzionalni parametri su
A=2,P=0,31Q=0,1.

-0,04

-0,02¢

0

0,02t
W

Slika 5 — Uporedenje deformacije grede za A=2,P=0,3
i Q=0,1. Neprekidna linija — uticaj odvajanja,
isprekidana linija - klasicni proracun

Isprekidanom linjom je prikazano reSenje dobijeno
na klasi¢an nacin funkcijom (13), dok je neprekidnom
linijom prikazan ugib grede kod koje uzimamo u obzir
uticaj odvajanja od podloge. Do odvajanja, prema kla-
si¢nom proracunu, dolazi u tacki K, gde je x«k=0,230,
dok u drugom slucaju do odvajanja dolazi u tacki C
(xc=0,622). Osim toga, ugibi krajeva grede u prvom
slué¢aju su —0,0059 i 0,0229, dok su u drugom —0,0506
i 0,0336.

Ocigledno je da postoji velika razlika u ugibima i
poloZaju mesta odvajanja na osnovu uporedenja ova
dva proracuna. Prema tome, za pojedine vrednosti
parametara, klasican proracun daje neprecizne vredno-
sti ugiba.

Da bi se stekla opstija slika o ovom problemu, u
nastavku je odreden uslov pri kojem dolazi do odva-
janja grede od podloge. Sa Slika 4 i 5 moZemo uoditi
da postoje odredene vrednosti parametra pri kojima
tacka A (levi kraj) ima ugib jednak nuli, pri ¢emu je
oCuvan kontakt izmedu grede i podloge. Promena
vrednosti ovih parametara, a prvenstveno povecanje
vrednosti sile F, dove$¢e do odvajanja. Zato je od
interesa odrediti vrednosti parametara na samoj granici
odvajanja. Posto u tom slucaju jo§ uvek nema odva-
janja, iskoristicemo resenje (13) kome ¢emo nametnuti
granicni uslov

w(0) =0

(21)
Zadovoljavanjem (21) dolazimo do algebarskog
izraza koji se moZe napisati u obliku
- (2—cos 2h —ch 2).) e*
21[2€" coshsh - (1+e?*)sinA] 22)

On predstavlja grani¢nu vrednost parametra m, za
zadato A Povecavanjem parametra m dolazi do odva-
janja grede na nacin prikazan na slici 4.
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Slika 6 — Grafik velicine m=P/Q u funkciji od A dobijen
na osnovu izraza (22)
Grafik funkcije (22) prikazan je na slici 6. Posto je

limm=0,5
A—0

(23)

ova funkcija monotono raste od 0,5 do A = 3,9266, gde
ima asimptotu. Kada je A > 3,9266, najniza vrednost m
je veca od 80. To podrucje u ovom radu nije anali-
zirano.

Provericemo dobijene rezultate tako §to ¢emo
odrediti elasti¢ne linije grede za A=2, kada m ima
vrednosti 0,3, 0,62508 (Sto je vrednost izraCunata obra-
scem (22)) i 0,9. Ove linije, dobijene funkcijom (13),
gde je usvojeno da je Q=0,1, i P=0.1m, prikazane su na
slici 7. Slika potvrduje zakljucak da se ¢e u slucaju da
je m>0,62508 levi kraj grede uzdi¢i iznad podloge.
Zato, elasti¢na linija dobijena sa m=0,9, nije odgova-
rajuca, ve¢ se za odredivanje njenog stvarnog oblika
mora koristiti procedura objaS$njenja u ovom odeljku.

O I
0,002+

0,004+

0,006+

m = 0,62508

0,008 -
W

Slika 7 — Promena izgleda elasticne linije u zavisnosti
od velicinem=P/Qza1=2

5. SLUCAJ KADA SE SREDISNJI DEO GREDE
ODVAJA OD PODLOGE

Treci slucaj oslanjanja grede na podlogu je prika-
zan na slici 8. Greda je u srediSnjem delu, izmedu
taCaka C 1 D odvojena od podloge, zbog ¢ega je pre-
stalo dejstvo podloge na gredu pa je u tom delu, gde je
2, £7<1,, savijanje grede opisano jednac¢inom (3) i
reSenjem (6) odnosno (9), koje ¢emo oznaciti sa Yo i
Wo.

Y1 h%)
C D y3\ z
A7z

n | g
Yy '

Slika 8 — Greda koja se sredisnjim delom odvaja od
podloge
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U delovima AC (0<z<gz), odnosno DB
(z, £z <1), savijanje je opisano jednacinom (2) i rese-
njem (4) i (8), koje ¢emo oznaciti sa y1 i Wi, 0dnosno
y3 i ws. U reSenju y3 ¢emo integracione konstante A;,
i=1,2,3,4 preimenovati u Bi;.

Grani¢ni uslovi u tackama A i B su

szl d3y1
——=(0)=0 0)=0
00 O

2 3

Vs y=0 -e19%0)=F

dz , dz (24)
Uslovi u tacki C su isti kao uslovi (16) dok su u

tacki D

Y2(2,) =0 y;3(z,)=0 dﬁ :%
, s (z2) 4 (z2),

d )z (zz)—d %3 (2,) (25)

d - (zz)—d %3 (2,).

gde smo Koristili s=zi/l i f=z/l. Bezdimenzionalni

oblik grani¢nih uslova je

2 3 2
dd"g’l(O):o, IV oy=0, I% g0,
dWS(l)— S W©=0,  w(5)=0,

iy = D, Mgy d ey

d? W1 d? w2

(s )— (s), (26)

wz(f):o, w,y(f)=0,

Mo (1) =Sy, < WZ(f)—d 0,

d? W2 dw3

(f)= (f),

Ov1h 14 uslova omogucavaju da se odredi svih 12
integracionih konstanti i bezdimenzionalne koordinate
s i f. Uslovi (26)1-4, (26)6-10 i (26)11-14 SU pogodni da se
integracione konstante izraze kao funkcije od para-
metara s i f. Zadovoljavanjem preostala dva uslova
(26)s i (26)11, dobijamo sistem od dve nelinearne
jednacine na osnovu koga moZzemo odrediti s i f. Te
vrednosti se zatim zamenjuju u integracione konstane,
¢ime dobijamo njihove konacne vrednosti, S§to
omogucava da se nacrta elasticna linija i odrede ugibi.
Kao §to smo videli u prethodnom slucaju i u ovom
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koordinate odvajanja od podloge zavise od parametra
m.

Odredi¢emo uticaj odvajanja od podloge na pri-
meru prikazanom na slici 9, u kojem je usvojeno da je
A=5, P=0,3 i Q=0,1. Neprekidnom linijom je prikazan
ugib grede kod koje uzimamo u obzir uticaj odvajanja
od podloge. Do odvajanja dolazi u tackama C i D, ¢ije
su koordinate xc=0,17566 i xp=0,69547. Isprekidanom
linjom prikazano je reSenje dobijeno na klasic¢an nacin,
kori§¢enjem funkcije (13). U ovom slucaju greda se
odvaja od tla u tackama K i L sa koordinatama
xk=0,31844 i x,=0,64741. Postoji o¢igledna razlika u
visini uzdizanja iznad podloge, dok je, za date podatke,
maksimalni ugib prema dole, u oba slucaja, vrlo slican.

X

0:_,,4.4“—!— IK T

0,001

|
T

Slika 9 — Uporedenje deformacije grede za A=5, P=0,3
i Q=0,1. Neprekidna linija — uticaj odvajanja,
isprekidana linija - klasi¢ni proracun

Odredi¢emo pri kojim vrednostima parametara m i

A dolazi do odvajanja grede na nacin opisan u ovom
odeljku. Odvajanje zapocinje tako $to elasti¢na linija
grede u jednoj tacki dodirne osu X. U toj tacki, ¢iju
¢emo bezdimenzionalnu koordinatu oznaditi sa t je
zadovoljeno da su ugib i ugao nagiba tangente jednaki
nuli, pa je

w(t) =0, d—W(t)=0, 27
dx

gde je w dato sa (13). Ovi uslovi dovode do jednacina

rl+m(r2+r3):0’ (28)
kl+k2+k3+k4:0, (29)
gde je
nL=e?*(1-4e** +e**)+2cosr ,
r, =2%e &V costa[(e®* —1)1+e?'*) cos A
—2(e** +e*'"")sinA] '
r,=2xe &% (e?* —1) (1+e?™*)sinAsintr,
k, = —(e** +e®"*)cos[(1+1)A], (30)
k, = 1+e**9%) cos[(1—t)A],
ks = (€2 —e®"*)sin[(L+1)A]
k, = (-1+2e% —2e*"* 4 e2W M sin[L—t)A] .
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Ukoliko zadamo A, iz jednacine (29) mozemo od-
rediti koordinatu t, a zatim iz (28) i vrednost m. Grafik
parametra m, dobijen opisanim postupkom, prikazan je
na slici 10.

m,
2F
:"'G:
L5SE
|
1
o
05F
C
P TN A T N TN TN S W NN T SO M S|
0 m 5 10 15 )

Slika 10 — Grafik velicine m=P/Q u funkciji od A
dobijen resavanjem sistema jednacina (28) i
(29)

Grafik zapocinje u tacki G(r, 1,83804), na pocetku
ima blagi rast, a zatim monotono opada. Za vrednosti
m koje su ispod prikazane linije je obezbedeno da nece
do¢i do odvajanja od podloge.
01 02 03.

. :

2x1075 |-
4x1075 -
6x107° -

8x107° -

w L

Slika 11 — Promena izgleda elasticne linije u zavisnosti
od velicine m=P/Q za A1=4

[lustrujmo ovaj zakljucak jednim primerom. Neka
je zadato da je A=4. Iz sistema (28) i (29) se dobija
m=1,78586. Na slici 11 je prikazana odgovarajuca
elasti¢na linija koja Svoj minimum ima upravo na osi
X. Ako je m manje od te vrednosti (na primer 1,5) nece
do¢i do odvajanja od podloge, dok ako je veée (na
primer 2), dolazi do odvajanja od podloge u srediSnjem
delu grede.

Uloga tacke G i izgled grafika, prikazanog na slici
10, postaju jasni tek kada se on poveze sa grafikom
koji je prikazan na slici 6. Ovaj potpuni grafik prikazan
je naslici 12.

Linije a i b dele posmatranu povr$ grafika na tri
oblasti koje su oznacene sa I, I i III. Ukoliko su vre-
dnosti parametara A i m takve da se odgovarajuca tacka
nalazi u oblasti I (koja je zasivljena) nece biti odva-
janja od podloge pa je elasti¢na linija opisana na kla-
si¢an nacin, formulom (13).
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Slika 12 — Potpuni grafik velicine m = P/Q u funkciji
od parametra A

Ako parametar A zadovoljava 0<A <r iako jem
iznad linije a (oblast IT), do¢i ¢e do odvajanja leve stra-
ne grede, pa se proracun mora vrSiti na nacin objasnjen
u odeljku 4. U slu¢aju da je <X i m takvo da je
odgovarajuca tacka iznad linije b (u oblasti III), do¢i
¢e do odvajanja grede od podloge u sredisnjem delu,
$to znaci da se proracun vrsi prema postupku iz odeljka
5. Posebno je interesantan slucaj kada je
<A <39266 .U zavisnosti od vrednosti parametra m,
odnosno u kojoj oblasti se nalazi odgovarajuca tacka,
moguca su sva tri slu¢aja. Najzad, postaje jasno da se
tatka G nalazi na granicama izmedu sve tri oblasti.
Ona je specificna po tome $to za parametre A=m |
m=1,83804, koji predstavljaju njene koordinate,
elasti¢na linija prolazi kroz levi kraj grede i pri tome je
u toj tacki ugao nagiba tangente jednak nuli.

6. ZAKLJUCAK

U radu je pokazano da kori$¢enje klasi¢nog po-
stupka odredivanja ugiba nesimetri¢no opterecene gre-
de na podlozi Vinklerovog tipa, moze dovesti do
znacajnih greSaka.

Do odvajanja grede od podloge moze doc¢i na dva
razli¢ita na¢ina: moze se odvojiti strana grede koji je
nasuprot sili i moze do¢i do odvajanja u srediSnjem
delu grede. Odredena je funkcija zavisnosti parametara
m i A koja defini$e granice oblasti mogucih resenja.
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THE CONTACT SEPARATION OF A FINITE BEAM FROM THE TENSIONLESS
WINKLER FOUNDATION DUE TO THE FORCE ACTING AT THE ONE BEAM END

In this paper, bending of a finite beam, positioned on the elastic foundation of tensionless Winkler type,
is analysed. Beam is subjected to the two different types of load, concentrated vertical force acting at
the one end in combination with the constant equally distributed continuous load action along its length.
It is shown that in the case of satisfizing some parameter values, the partial separation of beam from its
foundation is possible. The separation can be displayed on the one side or in the middle region of the
beam. The position of the points of separation is obtained as the solution of the system of nonlinear
algebraic equations. In addition, deflections of the beam are calculated by taking into account the fact
that in the region of the separation of the beam from its foundation, the influence of the foundation on
the beam deflection does not exist. In a few examples, the beam elastic lines calculated in the classical
manner and using the proposed method are compared.

Key words: Tensionless Winkler foundation, beam
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