M. LJUBOMIROVIC GRAFOANALITICKO ODREDIVANJE UBRZANJA PRI. ..
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U ovom radu, koji se bavi sfernim kretanjem, najpre je pojasnjeno dopunsko ubrzanje iz Rivalsove
teoreme, a potom je, za regularnu precesiju, dat grafoanaliticki postupak odredivanja ubrzanja pomocu
elipsi.

Osim toga, pokazano je kako se graficki odreduje centar krivine ako se posmatrana tacka nalazi na ravni
simetrije.

Kljuéne reci: regularna precesija, grafoanaliticko odredivanje ubrzanja, centar krivine

1. UvOD

Regularna (pravilna) precesija, slika 1, specijalan ~ Zamislimo, sliku 2, da je trenutna osa rotacije tra-
je slucaj sfernog kretanja, sa kruzno-konusnim aksoi-  Jno nepokretna, pa u skladu sa tim nalazimo normalno
dima i konstantnim ugaonim brzinama.

i tangencijalno ubrzanje Zeljene tacke, recimo M: a&,,,
Trenutna osa =
rotacije /

, &, . (U slucaju regularne precesije koju ovde razma-
tramo bilo bi @, =0)
Dalje, uzevsi u obzir da ta osa ipak menja polozaj,

uvodimo dopunsko ubrzanje (a,, ), koje glasi:

o

amd = —OM x (wk x @2) (1)
Osa sopstvenog - R
bnv 1 ” 7
ob .mjtf UJ |
(Figumna osa) W=const
Osa precesije

Slika 1 - Regularna precesija

Kretanje je prostorno pa ovde i nije ba$ pogodna
kinematska analiza u kojoj se primenjuju geometrijske
konstrukcije, ali upravo to bio je izazov autoru da
osmisli grafoanaliti¢ki postupak odredivanja ubrzanja,
koji ¢emo videti u ovom radu.

Vodilja u tom naumu bilo je tzv. dopunsko ubr-
zanje iz Rivalsove teoreme [1], [2].

Sustina ove teoreme je u slede¢em: I

Slika 2 - Precesiono kretanje i Rivalsova teorema
U malo drugadijem pristupu, kada odredujemo ak-

Adresa autora: Milo§ Ljubomirovi¢ ,,EImos®, Jago-
dina, Despota Stefana bb
e-mail: milos_lj@hotmail.com sipetalno i obrtno ubrzanje (a,,,, 4,,), sa punom

Rad primljen: 20.12.2019. primenom vektorskog racuna [3], dopunsko ubrzanje
Rad prihvacen: 25.08.2020.
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nije eksplicitno naznaceno, ali je svakako prisutno, kao
,,sakriveno®.

Dokaz dopunskog ubrzanja zasnovan je na izrazu
za ugaono ubrzanje

ali to je samo matematicki formalizam, i neka prava
fizikalna predstava nam uporno izmice.

U udzbenickoj literaturi postoje dva pojasnjenja:
prvo [4], gde je vektorsko izvodenje propraceno ski-
com, i drugo [5], u kome se koristi hodograf ugaone
brzine, ali autor je Zeleo nesto jo$ ociglednije. Raz-
misljanje o tome vratilo ga je na ravno kretanje, potom
na pravljenje analogije sa sfernim kretanjem i napo-
sletku na geometrijsku konstrukciju ubrzanja pomoc¢u
elipsi.

2. ANALOGIJA IZMEDU RAVNOG I SFERNOG
KRETANJA

Slicnost izmedu ravnog kretanja predstavljenog
ruletama i sfernog kretanja predstavljenog aksoidima
[3], [4] poznata je stvar, ali ovde ¢emo to malo
detaljnije razmotriti.

Posmatrajmo planetarni prenosnik, sl. 3, gde je
zupCanik 1 nepokretan, a zupcanik 2 ga obilazi usled

okretanja krivaje k ugaonom brzinom @y .

Slika 3 - Ravno kretanje
Apsolutna ugaona brzina zupc¢anika 2 bice
R+r
w, =0 —
r, 3)
Tacka A je trenutni pol brzina (Pv), Koji rotira
brzinom

Ve = R , (@)
Ubrzanje one tacke zupéanika 2 koja se poklopila
sa trenutnim polom brzina dobija se po obrascu [1]

-

a,-Vo xw, (5)
§to znaci da je usmereno ka centru zupéanika 2.
U skalarnom obliku to ubrzanje glasi

598

a,=R-o o, 6)
Kako je normalno ubrzanje tacke B oko tacke A

ah, =2-1r-}

()
mozemo postaviti odnos
aj, BE
a, R ®)

Sada osmotrimo slika 4. Konusni zupcanik 1 je
nepokretan, a obilazi ga zup¢anik 2 gonjen krivajom k
¢ija je ugaona brzina @y .

Apsolutna ugaona brzina zup¢anika 2 bice [4]
sin(a + f3)
sin g ©)

Ako umesto ove realne mehanicke konstrukcije
zamislimo samo dva kruga (dva beskrajno tanka konu-
sna zupCanika) jasno nam je da je tacka A trenutni pol
brzina.

U okolini tacke A putanja te tacke priljubljuje se
uz ravan koja tangira sferu a prolazi kroz tacku A, pa
zakljuéujemo da u tacki A imamo ubrzanje u
trenutnom polu brzina koje lezi u tangentnoj ravni,

) = Wy

nomalno na OA, sl. 5.

Slika 5 - Ubrzanje u trenutnom polu brzina
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Intenzitet ovog ubrzanja odredjujemo po obrascu
©), an=R-o-w,=a,, .

Pitamo se, kako se ubrzanje aas prenosi na bilo
koju tacku zupcanika 2?

U ravni u kojoj leze vektori @,, i OA postoji

rotacija oko tacke O, $to znaci da se ubrzanje 4,
prenosi po pravilima rotacionog kretanja. Znaci, za
tatku B bice ag, = R-@, -®,, sa pravcem po

normalina OB .
Ako, dalje, uzmemo ubrzanje tatke B usmereno ka

trenutnoj osi rotacije,

a,, = BA-cos - w? (10)

a
pa postavimo relaciju ﬂ, posle kraceg sredivanja
Be
sledi
a,, BE

a8, R (12)

Sada, dovedimo rotacijom ove duZzi u pravi
polozaj, slika 4, pa mozemo prema osobini linearnog

rasporeda odrediti ubrzanja @« i @ u bilo kojoj tacki

na pre¢niku AB .
Posle svega, vratimo se ravnom kretanju, slika 3:
Sta se desava sa nekom tatkom M u proizvoljnom
poloZzaju na kruznici 2, i njenim normalnim ubrzanjem
—A
oko tacke A (@mn )? Kako ¢e se preslikati kruznica 2?

Na osnovu Memkeove teoreme Il [1] znamo da ¢e
to biti kruznica, u ovom slu¢aju upravo kruznica 1.

Ako dalje pratimo zapocetu analogiju ravnog i

......

¢e se to dogoditi i u slucaju sfernog kretanja

predstavljenog sl. 4. Zna¢i, ubrzanja d» tacaka koje
se nalaze na kruznici 2 preslikate tu kruznicu u
kruznicu ili najverovatnije, usled deformacije, u
elipsu.

Ipak, potreban nam je egzaktni dokaz, a on sledi u
narednom poglavlju.

3. ODREDIVANIJE aw POMOCU ELIPSI

Posmatrajmo sliku 6:

Ubrzanje tacke M usmereno ka trenutnoj osi
rotacije vektorski se odreduje po obrascu
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amo = @2 xVy, = @2 x[2 % (OM + MM)] (12)

Razvijanjem ovog duplog vektorskog proizvoda
imamo

Ao = @2[@2 - (OMg + MM )]—
—(OM; +MM )(@: - ;) =

~ Q- 0,[0-@, (OM; + MM )] -
~02(OM +MM )=
=Q-,[0,-(Q-OM; +Q-MM)]-

—_

~@.(OMg + MM )=

:5""2(‘02'0'\/'30)_0’22(0'\/'3 +MM ) =

= w?-OM,, — & -OM, —@?-M M (13)

=, M Mg, +@? - MM,

Komponentu a)22 -M¢Myg, ubrzanja ve¢ smo
odredili, interesuje ova druga
komponenta a)22 M—I\/IS , koja je paralelna sa osom X,
tako da imamo u skalarnom obliku

? Xy, ‘K, =Xy +b, (14)

graficki pa nas

gde je k, razmera koju smo Koristili pri prikazu

vektora AdBw .

Slika 6 - Elipsa ubrzanja (e;)
Odavde sledi nepoznata koordinata
b, =X, (@? -k, —1) =x,, -k

a

(15)
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gde je k nova konstanta.

Dakle, ako koordinata X,, prati elipsu, onda i
koordinata b, opisuje elipsu.

Poluosu a’ elipse €, dobili smo spustanjem nor-

"
—

mala iz vrhova dce | ABw nay osu, a da bismo
odredili poluosu b postaviéemo izraz (15) za tatku
G:

b =r-w?k, —r (16)

Ako koeficijent razmere k, odredimo ba$ preko

tacke G imacemo

D
*or-cosf-wl (17)
pa zamenom u (16) sledi
b — CDh
cos (18)

Znagi, poluosa b’ jednaka je duzi AF .

Na isti nacin odredujemo elipsu ubrzanja (e;) u
slu¢aju da se konus 2 kotrlja unutar konusa 1, slika 7.

Slika 7 - Konus unutar konusa
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4. SPECIJALNI SLUCAJEVI PRECESIONOG
KRETANJA

Sada ¢emo videti kako se gornja grafoanaliticka
metoda sa elipsama primenjuje kod nekih specijalnih
geometrijskih oblika regularnog precesionog kretanja.

Slika 8 prikazuje nam kotrljanje diska (3 =90") po
konusu i donosi malu nedoumicu — kako odrediti
C'D’, odnosno poluosu b ?

Analiti¢ki izraz za C D", videti sl. 6, ima oblik

N sin g -cos(a + f)
sina

C'D =R(

(19)
pa ovaj neodredeni koli¢nik, Ch :9,
cosg 0

srediti primenom Lopitalovog pravila:
R(L+ sin - c.os(a + /)
sina
cos g

mozemo

IImﬂAn/Z

[R(1+ sinﬂ~cos(a+ﬁ))}
R

sina

=lM e " tana

[cos 5]

(20)

Slika 8 - Kotrljanje diska po konusu
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Sobziromdapri g =90"vazi r =——, trazena
Sina
poluosa bice:
b =_i(cosa—1)
sina (21)
ili, prema trouglu sa slike 8,
b=h-OA (22)

Kao sto vidimo, nastace negativni predznak, pa vrh

vektora awme lezi na sebi blizem luku elipse.

Postavlja se pitanje kada je, pri kom uglu ,B,
doslo do ove promene predznaka?

Odgovor sledi na osnovu ¢injenice da je tada
b =0, paimamo izraz:

1+ sin S -cos(a + )
sina
cos B

_S|_nﬂ 0
sina

(23)

Logi¢no je da ¢e se to dogoditi ako vazi relacija
a+2=180°, i zamena u (23) pokazuje ispravnost
ove pretpostavke.

Sada posmatramo sl. 9, koja prikazuje kotrljanje
konusa po disku.

.o

Slika 9 - otrljanje konusa po disku
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Moze se dokazati da pri « =90° vazi relacija

b =R(cos B-sin B) (24)

ili, prema trouglu sa slike 9,
b=0C -AC (25)
Promena predznaka takode nastupa kada je
zadovoljen gore pomenuti uslov,  +24 =180".

5. CENTAR KRIVINE

U slucaju da se posmatrana tacka nalazi na ravni
simetrije, poput tacke B, centar krivine moZzemo vrlo
jednostavno odrediti grafickim putem, sl. 10:

Slika 10 - Odredivanje centra krivine
Najpre, po pravilu paralelograma odredimo nor-

malno ubrzanje @, , a potom nad duzi OB opisemo
polukruznicu. Presek ove polukruznice sa pravcem

—

vektora g odrediée centar krivine, Cy .

Dokaz:
Na osnovu analitickih izraza za poluprecnik

2 2

Vs . Vg .

a,, . ay
krivine ~Be i BN sledi proporcija
g, _ Ay
My o , pa zaklju¢ujemo da je trougao
BCunCro slican trouglu koga formiraju vektori

—

BCKNCKa) = 216

2. . a .
ABo j BN | Znagi, ugao . A posto

je to ugao nad tetivom (BC,, ) kruznice, tacka C,,
mora biti na kruznici, poput tacke O.
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6. ZAKLJUCAK

Grafoanaliticki postupak odredivanja ubrzanja,
prikazan ovim radom, zahteva primenu elipsi. U neko
davno vreme njenom ru¢nom Konstrukcijom nismo
mogli da postignemo zadovoljavaju¢u tacnost, ali
danas, poc¢etkom XXI veka, veliki broj crtackih i
modelarskih programa to moze da ostvari.

A kada je re¢ o odredivanju centra krivine, pri-
metno je da izlozeni postupak vazi samo za tacke na
ravni simetrije. Bilo bi od interesa pronaci, ako je
moguce, graficku konstrukciju koja nema to ogra-
nicenje.

SUMMARY
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GRAPHOANALYTICAL DETERMINATION OF ACCELERATION DURING REGULAR

PRECESSION

In this paper, which deals with spherical motion, the additional acceleration from Rivals' theorem is
first explained, and then, for regular precession, a graphoanalytic procedure for determining acce-

leration using ellipses is given.

In addition, it is shown how to graphically determine the center of a curve if the observed point is on a

plane of symmetry.

Key words: Regular precession, graphoanalytical determination of acceleration, center of curvature
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