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Rad proucava ravni zglavkasti cetvorougao u mrtvom, kinematski neodredenom polozaju. Mehanizam
bi mogao iz tog polozaja da nastavi kretanje, kontinualno, ili pak, da gonjena poluga zastane i krene
unazad. Ali, ako ovu drugu mogucénost eliminisemo, poloZaj mehanizma vise nije neodreden i logicno bi
bilo da nekom kinematskom metodom mozemo odrediti nepoznate brzine i ubrzanja. Autori ovog rada
su, primenivsi metodu zaustavljanja, dosli do analitickih izraza za odredivanje nepoznatih brzina i
ubrzanja u mrtvom poloZaju zglavkastog cetvorougla.
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1. UvOD

Ako duzine poluga zglavkastog ravnog cetvo-
rougla (slika 1) ispunjavaju uslov

R1+I1=R2+|2 (1)

onda taj mehanizam moze do¢i u tzv. mrtvi polozaj,
kada se pravci poluga poklapaju (slika 2).

l=BC B
R>=ARB

(D

Li=DC
) < A
l Ri=AD

Slika 1 - Zglavkasti cetvorougao

(Mix

| & B

Slika 2 - Mrtvi polozaj zglavkastog cetvorougla
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To je polozaj u kome mehanizam ima dva stepena
slobode kretanja, jer poluga AB moze da promeni smer
i krene unazad. U praksi, poluga bi usled inercije
trebala da nastavi kretanje u zapo¢etom smeru, ali zbog
preopterecenja mehanizma, vibracija, netac¢nosti pri
izradi... mozda i ne bude tako.

Problem se reSava dodatnim teretom radi
povecanja inercije, ili dogradnjom mehanizma, ali to
nije tema ovog rada.

Mi posmatramo mehanizam koji nastavlja kretanje
u zapocetom smeru, i zelimo da odredimo brzinu i
ubrzanje u tac¢ki B, na osnovu poznate konstantne po-

gonske ugaone brzine @oc , odnosno brzine tacke C,
V6 = aoe I

Pogledajmo moguce pokusaje odredivanja brzine i
razloge neuspeha:

Prva, najopstija, graficka metoda plana brzina ne

daje rezultat zato §to su brzine V., V; i VS medusobno

paralelne, pa su u planu brzina na istoj pravoj.

Druga metoda je nalazenje trenutnog pola brzina,
Py, u preseku polnih pravaca. Medutim, u mrtvom po-
loZaju polni pravci se poklapaju pa ne uocavamo pre-
secnu tacku.

Tre¢a mogucnost direktno nadovezana na drugu,
bila bi da za proizvoljni polozaj ¢etvorougla odredimo
jednadinu rulete, nepokretne ili pokretne, ali time smo
jedan tezak zadatak ucinili jo$ tezim.

Cetvrti pokusaj je primena teoreme Robertsona
[1], i uvodenje u razmatranje jo$ jednog Eetvorugaonog
mehanizma. Ali, pokazalo se da originalni i pomo¢ni
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mehanizam u istom trenutku ulaze u mrtvi polozaj, pa
nikakvu dobit od ovog prosirenja nemamo.

Peti pokusaj, najjednostavniji od moguéih anali-
tickih varijacija, jeste postavljanje jednacina preko
koordinata [2]. Ovde je razlog neuspeha dobro poznat
iz elementarne teorije sistema jednaéina: imamo dve

nepoznate veli¢ine, @, | @gc, @ samo jednu ska-

larnu jednadinu. Druga se izgubila zato Sto se pro-
jekcije na y-osu svode na nulu.

Matematicki posmatrano, potrebna nam je dopu-
nska jednacina, $to mozemo videti u [3] ili [4]. U radu
[3] odredene su nepoznate ugaone brzine, a u [4]
trenutni pol brzina, i tako, indirektno, dolazimo do sa-

me brzine Vj .

Principijelno, re¢ je o istom postupku zasnovanom
na opStepoznatom Ojlerovom obrascu koji uspostavlja
vezu izmedu ubrzanja dve tacke tela koje izvodi ravno
kretanje.

Medutim, ono §to nas viSe interesuje sada jeste
¢injenica da ovim putem nismo u stanju odrediti ne-

—A
poznato tangencijalno ubrzanje, asr .

Zato, upoznajmo metodu zaustavljanja, koja to
omogucuje, a nazvana je tako po analogiji sa
Willisovom metodom zaustavljanja kod planetarnih
prenosnika.

2. ODREDIVANIJE BRZINA

Zamislimo (slika 3) da su u mrtvom polozaju sve
poluge u krutoj vezi i okreéu se oko tatke A
ugaonom brzinom

O = Ve _ O 2
Ae R+l R+ @)
Vs
N (A l{l
J . A
. \h B\ YU
¢ Wi D 02
e——lW¥ R2
Va I

Vi =
\ Hi

Slika 3 - Metoda zaustavljanja

Neka su, koji tren kasnije, poluge opet zglobno
vezane, pa ¢emo mehanizam zaustaviti i polugu Ry

vratiti u pocetni polozaj ugaonom brzinom @, . Po-
luga R1 povladi polugu li, pa se tacka C pomera duz

pravca CA kao klip na klipnom mehanizmu.
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Brzinu tacke C mozemo odrediti po poznatom
obrascu [1]

., sin(G+y)
o cos(y,) 3)

gde je
Vik =Wy Ry =05 - Ry 4)

Sli¢no, preko poluga Rz-l; imamo

sin(0 +
VCk VBk 2 ‘//2)
cos(y,) (5)

Brzinu Vg odredujemo po izrazu

Ve =gy Ry =K 0 Ry =k 0, - R,

(6)

gde je k koeficijent proporcionalnosti koji tek treba
odrediti.

Sada iz (3), (4), (5) i (6) dolazimo do izraza
Kk = Wry :& sin(6, +y,) cos(y,)
@py R, sin(6, +y,) cos(y,) @)

U pocetnom polozaju (a to je za nas mrtvi
polozaj), kada t — 0, imacemo:

6 —0,0,>50,y, = arcsin(%sin 4)—0,
1
R, .
W, = arcsm(l—sm 6,) >0
2
pa se u izrazu (7) javlja neodredeni koli¢nik
_&Ilgll

k =
R, 0

Sledi trazenje limesa na osnovu Lopitalovog
pravila:

Ry cos(@+yy) Oty

k = Iimt~>0 . «
R, cos(6, +v,) 0+,
o +& cos &, o
i Reoos@ap) ML cosy, ™
- t-0 5
R, cos(6, +y>) O + %(ﬁi@(k D)
2 ¥, (8)
Znaci,
o [Rel:
R, |, )
Stvarna brzina u tacki B sada glasi:
Vg =@y - R, (1+K) (10)
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ili, posle zamene

Ve =V, R, 1+ R1'|2)
R, +1, R, -l (11)

Polozaj trenutnog pola brzina (gledano od B ka
A), odreduje se po izrazu

|2 .R2(1+ Lb)
_ \ R2 .|1
BPv = |
Iz_RZ ) Rl‘ |2
V Rz' 1 (12)

Obrazac (11) mogli smo izvesti i postavljanjem
relacije za normalna ubrzanja,

D c A
ey — gy = Agy (13)

Odavde, zamenom i sredivanjem dobijamo
kvadratnu jednacinu

2 2 2

vo+(E-Lvz-o
L (14)

Cije je jedno resenje (11), a drugo takode ima fizikalno
tumacenje i odgovara situaciji kada tacka B ulazi u
mrtvi polozaj sa suprotne strane (Sto ¢emo videti u
poglavlju 6, slika 8).

Ovaj postupak je jednostavniji, ali kao S$to smo
rekli u uvodu, metoda zaustavljanja omogucuje odre-
divanje i nepoznatog tangencijalnog ubrzanja.

Pre nego $to i to pogledamo, proveri¢emo dobijene
formule na dva specijalna geometrijska oblika zgla-
vkastog ¢etvorougla.

3. PARALELOGRAM

Kod mehanizma u obliku paralelograma (slika 4)
poznato je da poluga |, izvodi kruzno translatorno kre-
tanje, i V, =\TC.

©x : Vi

A
D R,

Slika 4 - Zglavkasti paralelogram

Aiz(9)imamodaje k = R , paiz (11) sledi takode
RZ
Ve =V,
4. DELTOID

Na slici 5 vidimo zglavkasti ¢etvorougaoni meha-
nizam u obliku deltoida.
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B
Ve : R

Slika 5 - Zglavkasti deltoid

S obzirom na olaks$avajucu, simetri¢nu, geome-
triju, izvedene su jednadine ruleta [5], [6] i odreden
trenutni pol brzina u mrtvom polozaju:

Bp, -2 'R
I-R (15)
a time 1 brzina u tacki B
2-R
Vg =V, —
R+ (16)

A po obrascu (9) imamo da je K =1, sto smo
mogli utvrditi jo§ iz izraza (7), bez Lopitalovog po-
stupka, uzevsi u obzir da vazi 6 +y, =6,+y,.
Dalje, iz (11) sledi izraz (16).

Brzinu Vg mogli smo veoma lako odrediti i gra-
fickom konstrukcijom prikazanom na slici 6:

C | D-B R

O Vu2
Vi

Slika 6 - Graficko odredivanje brzine

5. ODREDIVANIJE UBRZANJA

Znajuéi brzinu u tacki B, odredicemo normalno
ubrzanje te tacke

A _Ve
Agy = R_
2 (17
Tangencijalno ubrzanje u tacki B jednako je nuli, a

to zaklju¢ujemo ovako:

Prolaskom kroz mrtvi polozaj mehanizam, a sa
njim i putanja trenutnog pola brzina, preslikavaju se
kao u ogledalu. To znadi da ¢e tangenta na rulete u
mrtvom poloZaja biti upravna na osu, a shodno tome
normala Pytn koordinatnog sistema poklapa se sa osom
mrtvog poloZzaja.

S obzirom da je u C, usled konstantne ugaone
brzine g, a2 =0, sledi da je ta tatka na prelaznom

Bresovom krugu, koji se, znamo [7], ako ima
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beskonacno veliki polupre¢nik poklapa sa normalom
n. A kako se i tatka B nalazi na toj normali, tj.
prelaznom krugu, to i njeno tangencijalno ubrzanje
mora biti jednako nuli.

Dakle,

(18)
Sledi da je u mrtvom polozaju &,. =0, pa polozaj
trenutnog pola ubrzanja, P,, na n osi odredujemo po
obrascu
A
aBN

BP, =

2
Wgc (19)
Sve do sada smatrali smo da je pogonska ugaona
brzina konstantna.

AKo nije, tangencijalno ubrzanje u tacki B mozemo
odrediti diferenciranjem, pod uslovom da znamo njenu
brzinu u proizvoljnom polozaju, a ona glasi:

cosy; -R,
R, -cos@, +1, -cosy,

VB :Vc[

.(1+& sin(6, +y,) cosy, 1
R, sin(@, +,) cosy,

(20)
Sledi izraz za tangencijalno ubrzanje u
proizvoljnom poloZaju:
dv cosy, -R

aBAT =—F= aICDT[ A ’

dt R,-cos@, +1, -cosy,

sin(4, + cos .

.(14_& : ( 1 '//1) WZ)]-#—VC []
R, sin(8, +w,) cosy, 1)

U mrtvom poloZaju ovo je neodredeni izraz, i
nakon dva Lopitalova postupka ispostavlja se da je

lim,_,[...] =0, pa (21) ima oblik:

R /R-|
aBAT:aCDTR_'Z_I @+ Rl‘lz)
1T h 2l (22)

Proveri¢emo (22) na primeru zglavkastog deltoida
(slika 7):
< l

Slika 7 - Zglavkasti deltoid i trenutni pol brzina
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Polozaj trenutnog pola brzina odreduje se [6] po
obrascu

=5 _ 2-1-R(I-R-cos¢,)

BPRP
! I°—R? (23)
pa imamo
VB:TV' ___ |- @pc __
I+(BR, —R)? +R>—2-(BR, —R)-R-C0s¢ (24)

Posle diferenciranja, uzevsi u obzir da u mrtvom
polozaju vaze (15) i BiF{, =0,
sledi

2R
aQT :acDTi
R+I1 (25)

Isti izraz dobijamo iz (22).

6. VARIJACIJE MEHANIZMA

Sada, kada smo upoznali novu metodu, pogledaj-
Mo jos neke varijante zglobnog Cetvorougaonika pri
ulasku u mrtvi polozaj.

Na slici 8 vidimo ukrsteni polozaj 1, a veza izmedu
brzina glasi:

R R -1
Vo =Ve 21— [ 22)
R, +1; R, -1,

(-).u»',"— L /// R ~
S SO B

(26)

Sy
I

Slika 8 - Ukrsteni polozaj 1
Slika 9 prikazuje ukrsteni polozaj 2, koji moze uci
u mrtvi polozaj ako je ostvaren uslov

R1_|1:R2_|2

@7)
pa imamo
Ve =Ve i (:l-"'1 R1~|2)
Rl_ll Rz'll (28)
BB
Mpc 7 Ra
< v
cl
A
D /] R
Slika 9 - Ukrsteni polozaj 2
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Da ne bi doslo do greske u oznacavanju poluga
treba se drzati sledeceg redosleda i pravila:

Najpre dovedemo mehanizam blizu mrtvog polo-
Zaja i obeleZimo postolje mehanizma sa Ri, a spojnu
polugu sa I».

Sa Rz oznaci¢emo bo¢nu polugu koja u ¢etvoro-
uglu ima ostar ugao u odnosu na postolje.

Primetimo da u ukr§tenom polozaju 2 (slika 9) obe
bocne poluge imaju ostre uglove, & i O , ali poluga
DC je vraéena unazad i sa pripadaju¢om polugom CB
gradi tup ugao (}), pa po tome znamo da DC nije
R2 y vel Il .

Podrazumeva se da iz (26) i (28) slede i
tagencijalna ubrzanja.

7. PRIMER

Za mehanizam dat na slici 10 odrediti brzine i ubr-
zanja tacaka C i B u mrtvom polozaju. Pocetna ugaona

brzina @pe =0, a ugaono ubrzanje
&pe =015 =const .
a)
B
=40
( R:=50)
Eox
o
h=30™
!
\
D Ri=60 mm
b)
Cgs
Boc
oc 4 l “)
=30~
Ri=60 mm
. !

- =50

B o

Slika 10 - Pocetni polozaji mehanizma
U mrtvom poloZzaju imamo:

Wpe =+Epe - =056, k=126,
Ve =1681mm/s, agy, =9,42mm/s?,
a2 =3mm/s’

a)

Vg =2116mnV's, wpe =—011s7",

BPR, =-19487mm, af, =895mm/s?,

330

agr =3,77mm/s? i ima smer brzine \E,tj. VT;

b)

Vg =-2,47Tmm/s i ima smer suprotan od \TC
@, =0,485, BP, =-513mm,

aj, =012mm/s?,

ah =-0,44mm/s® i ima smer kao i V.

8. ZAKLJUCAK

Opste je poznato da se trajno kinematski neo-
dredeni mehanizmi kre¢u proizvoljno, pa je besmi-
sleno pokusavati da teorijski odredimo brzine i ubr-
zanja.

Ali, zglavkasti ¢etvorougao je u mrtvom polozaju
samo trenutno kinematski neodreden, pa itekako ima
logike pokuSaj odredivanja brzina i ubrzanja za iza-
branu varijantu kretanja.

Ovaj rad to pokazuje i mozda otvara prostor za
kinematsku analizu slozenijih mehanizama u mrtvom
poloZzaju.
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SUMMARY

DETERMINATION OF VELOCITY AND ACCELERATION IN THE DEAD POSITION OF
FOUR-BAR MECHANISM BY THE STOPPING METHOD

The paper studies a plane four-bar mechanism in a dead, kinematically indeterminate position. From
that position, the mechanism could continue to move, continuously, or the driven lever would stop and
move backwards. But, if we eliminate this second possibility, the position of the mechanism is no longer
indeterminate and it would be logical that we can determine unknown speeds and accelerations by some
kinematic method. The authors of this paper, applying the stopping method, came up with analytical
expressions for determining unknown velocities and accelerations in the dead position of an four-bar
mechanism.

Key words: four-bar mechanism, dead position, kinematic indeterminate, stopping method
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