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Uz teorijsku analizu nelinearne dinamike disipativnin mehanickih sistema sa mogucénoséu nastanka
stohastickih i haoticnih procesa, u radu je uraden i numericko eksperimentalni primer planetarnog
prenoshika kao sistema. Razmatran je pojednostavljeni model planetarnog prenosnika kao disipativnog
dinamickog sistema ¢iji rad je slozen dinamicki proces pri kome se javljaju razliciti efekti. Ovi efekti
rada mogu se pojaviti na mnogo razlicitih nacina i mogu biti uzrocnici stohastic¢nosti u radu planetarnog
prenosnika. Napravijena je numericka analiza podmazivanja planetarnog prenosnika, kao jednog od
efekata stohasticnosti, gde dolazi do turbulentnog priguSenja. Sila turbulentnog priguSenja, usled
razbrizgavanja ulja, uzeta je srazmerna drugom stepenu ugaone brzine suncevog zupcanika. Na osnovu
eksperimenta zakljucuje se da fazni prostor kod ovog sistema nije ocuvan i sistem je disipativan jer se

trajektorije spiralno spustaju u odredeni singularitet.
Kljuéne refi: stohasticnost, haoticnost, disipativni sistem, nelinearni, fazna kriva

1. UvOD

U najvec¢em broju inzenjerskih sistema javljaju se
racionalna kretanja, kao i nelinearni dinamicki feno-
meni koji mogu dovesti do ,,éudnog“ ponasanja sis-
tema. Inzenjerska praksa je u svom razvoju odavno
prevazisla linearizovano predstavljanje dinamickih
sistema, tim vise $to se linearnim modeliranjem mogu
opisati samo grube aproksimacije onoga sto se desava
u realnim sistemima.

Moguc¢nosti koje su otvorene pojavom brzih
racunara, kao i moguc¢nost grafi¢ckog predstavljanja fu-
nkcija, geometrijskih oblika i uopste raznih dinamickih
procesa disparatne prirode, olaksale su i mogucnost
stvaranja vizuelne predstave o nelinearnim fenome-
nima, koji se javljaju u inzenjerskim i drugim siste-
mima koji nas okruzuju [1].

Sva moguca kretanja determinisanih dinamickih si-
stema mogu se podeliti na regularna i neregularna, a ko-
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ja odgovaraju redu i haosu. Pri tome neregularne
karakteristike kretanja predstavljene su kao slaganje
efekata regularnih i sluc¢ajnih komponenti. Sluc¢ajne
komponente neregularnog, kao i haoti¢nog kretanja
mogu biti [2]: pretvaraci (konvektori, transformatori)
stohasti¢nosti, pojacivaci 1 generatori stohasti¢nosti.
zagonetnijih nauc¢nih oblasti koja se pojavila i pro-
cvetala u poslednjih tridesetak godina. Ona je istakla
interdisciplinarnu prirodu problema na frontu nauke.
Metode teorije haosa usle su u ve¢inu nauc¢nih dis-
ciplina. Haos moze dovesti do gubitka ¢estica u akce-
leratorima ili do gubitka brodova na uzburkanom moru

[3].

2. 0 NASTANKU STOHASTICNOSTI U
DISIPATIVNIM DINAMICKIM SISTEMIMA

Opsti uzrok haotizacije i stohasticnog kretanja
dinamickih sistema jeste gubitak stabilnosti i ekspo-
nencijalno razilazenje susednih faznih trajektorija.

U osnovi nastanka stohasti¢nog i haoti¢énog kre-
tanja lezi homoklinicka struktura®, upravo ona stvara

'Homoklini€ka struktura - struktura na mapi ili pre-
slikavanju koja nastaje pri preseku u sedlastim tackama
stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti
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spoj nestabilnosti, lokalnog razilazenja i opsteg pri-

blizavanja. Stabilna periodi¢ka kretanja i polozaji rav-

noteze mogu izgubiti stabilnost ili is¢eznuti samo u

nekoliko odredenih slucajeva, i to [4]:

o Stabilni polozaji ravnoteze ili periodi¢ko kretanje
slije se sa odgovaraju¢im nestabilnim kretanjem i
oba stanja is¢eznu.

e Stanje ravnoteze ili periodi¢ko kretanje gube
stabilnost, jednovremeno stvarajuci stabilno nepe-
riodicko kretanje ili u odgovarajuce dvodimen-
zionalne torus mnogostrukosti sa periodi¢kim i
kvaziperiodi¢ckim namotajima

e Stabilno periodi¢ko kretanje skuplja se u tacku
prelaze¢i u stabilnu ravnotezu, ili se sliva sa
ravnotezom stvarajuc¢i dvoasimptotsku krivu kao
presek svojih integralnih mnogostrukosti.

e Periodi¢ko kretanje gubi stabilnost ali istovre-
meno javlja se stabilno periodi¢ko kretanje udvo-
jenoga perioda. Ova transformacija moze se po-
noviti bezbroj puta, obrazuju¢i beskonaénu seriju
bifurkacije udvojenog perioda.

Planetarni prenosnici su disipativni dinamicki
sistemi ¢iji rad je slozen dinamicki proces pri kome se
javljaju razliciti efekti. Ovi efekti rada mogu se
pojaviti na mnogo razli¢itih nac¢ina i mogu biti uzro-
¢nici stohasti¢nosti u radu planetarnog prenosnika.
Pored uzroé¢nika kao §to su karakteristike krutosti zu-
baca zupcanika, deformabilnost centralnih zupcanika,
zupcaste spojnice i elementi sklopa satelita mogu biti
i; disipativne sile u planetarnom prenosniku, greska
izrade elemenata, raspodela optere¢enja medu sate-
litima, podmazivanje i udarni procesi u planetarnim
prenoshicima.

Pojava i postojanje ovih uzro¢nika mogu imati za
posledicu pojavu stohasti¢énog ponasanja sistema.

3. DISIPATIVNE SILE U PLANETARNOM
PRENOSNIKU

Ukupni gubici energije, odnosno snage kod zup-
¢astih prenosnika sastoje se od gubitaka u zahvatu zu-
baca zupcanika, u lezajevima, pri praznom hodu
zupcéanika i na razbrizgavanju ulja. Gubici praznog
hoda su 4 do 6 % , a gubici na razbrizgavanju ulja od 8
do 10 %, od ukupnih gubitaka snage [5]. Vrednosti
ovih komponenata nisu konstantne za razli¢ite pre-
nosnike, i u mnogim sluc¢ajevima mogu se odrediti eks-
perimentalno, dok se pri proracunu one uzimaju kao
odredeni koeficijenti korekcije.

a) Zahvat zubaca zupcanika

Ocena na osnovu proracuna disipativnih sila u
mehani¢kim sistemima moze biti data samo za prostije
slucajeve. Zato je u praksi siroko u upotrebi ekspe-
rimentalna metoda za njihovo odredivanje [6] .
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Za ocenu disipativnih sila u mehani¢kim sis-
temima obi¢no se odreduju bezdimenzionalne veli¢ine
- relativna Sirina rezonantne krive A ili jednoznac¢ni
indeksi prigusenja p, kvalitet sistema Q, relativni

koeficijent prigusenja b, i logaritamski dekrement Dy,
[7]. Ovi parametri su medusobno vezani ovim odno-
sima:
1 p p’
=5 br_z,Dbzﬂp 1- 2 ~7sz

Oni mogu biti odredeni iz eksperimentalnih
amplitudno - frekventnih karakteristika oscilovanja
posmatranog sistema.

b) Zupcaste spojnice

Prigusenje oscilacija u zupcastim spojnicama
proizvod je spoljasnjeg trenja povrsi zubaca koji su u
kontaktu i procesima koji nastaju u uljnom klinu, koji
nastaje medu zupcima.

Pri torzionim oscilacijama pogona koji ima zup-
Caste spojnice, prigusenje oscilacija u sistemu po-
sledica je normalnih kontaktnih deformacija povrsi
sloja i cirkulacije ulja u zahvatu zubaca.

Prema [6] u zupcastim spojnicama sa pravom
formom zubaca relativno rasipanje energije odredeno
je izrazom (1):

-1

p=cc’ (1)
gde je Y - nominalno normalni napon na zupcima,
6= F .

b-h" ° -normalno optereéenje na zupce, b, h -
Sirina i aktivna visina zubaca,C - koeficijent koji zavisi
od vrste ulja.

Rasipanje energije jednako je (2):

pg =g K

2k ¥
gde je a- amplituda oscilovanja, K- koeficijent nor-
malne kontaktne deformisanosti spoja, k ;- koeficijent
povecanja krutosti pri oscilovanjima spojeva sa uljem
u odnosu na Krutost pri statickom deformisanju, prema
[6] eksperimentalno je odreden:

_ e
ki=cv ™
C; I ;- su karakteristike ulja.

¢) Oslonci — lezista - lezajevi

Sateliti planetarnog prenosnika postavljeni su
obi¢no na kotrljaju¢im i Kkliznim lezajevima. Apso-
lutno rasipanje energije u lezajevima moze se odrediti
po formuli (3) [6]
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ca’

2 @)

Ad=¢

gde je

¢ =0,2—-0,25 za kuglicne lezajeve,

0,3 - 0,4 za lezajeve sa valjcima,

pri ve¢im zazorima (0,02 - 0,03 m) relativno rasipanje
energije moze biti od 0,5+0,7,

ci - krutost lezajeva,

a- amplituda oscilovanja vratila u odnosu na kuciste.

4. GRESKE IZRADE ELEMENATA |
RASPODELA OPTERECENJA NA SATELITE

Pomeranje centralnih zupcanika, koje utie na
raspodelu opterecenja medu satelitima, zavisi od gre-
Ske tela centralnih zupcanika i zahvata koji se os-
tvaruju u planetarnom prenosniku.

Mogu se uzeti Cetiri komponente pomaka cen-
tralnih zupcéanika:

e pocetni pomak centralnog zup&anika €o1x(€o1y),

o pomak uslovljen stvaranjem ekscentri¢nosti zup-
Castih venaca epicikla (suncevog zupcanika),

o eq(es1), koji se menja sa frekvencijom obrtanja
epicikla (suncevog zupcanika) u odnosu na nosac
satelita, i

e pomak uslovljen pojavom ekscentri¢nosti zup-
Castih venaca satelita esa, menja se sa frekven-
cijom obrtanja satelita u odnosu na nosa¢ satelita

[7].
—1

e Xy 0

eY1 = eUl

satt

satt (4)

Za vise primera razmotrena je trajektorija kretanja
centralnih zupcanika u slu¢aju dejstva radijalnih gre-
Saka satelita i suncevog zupéanika. Na osnovu toga
formula za odredivanje komponenata pomaka moze da
se napise (5):

|+ € COS@,t + &y COS@,t + €y COS

, T e SiN @t + e SN @y + g, SIN @

X =8 COS@t + g, COSw,t

y =g, sin ot + ey, sin w,t

()
ili

X = cosat + Kcosa,t

Y =sinaot + Ksina,t
gde je
X = l; Y = L; K = @; o - Kruzna frekvencija

sl esatl sl

zupcanika, x i y - ukupni pomaci zupcanika u x iy
pravcu.
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Na slici 1a) date su trajektorije kretanja centralnih
zupcanika za K=0,2 pri razli¢itim celim brojevima

odnosa frekvencije okretanja zupéanika “t , a na slici
wsl
1b) pri racionalnom odnosu frekvencije [7].

X ylbll
\Hn L]]
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“Waad Oer1=
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Ooad®er1=1/7 /2
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{1 |
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b)
Slika 1 - Trajektorije kretanja centralnih zupcanika
11

Zadatak odredivanja zakona raspodele Kgras opte-
re¢enja na satelite svodi se na odredeni zadatak teorije
verovatno¢e - nalazenje zakona raspodele funkcija
nekoliko sluéajnih wveli¢ina [7]. Pri resavanju ovog
zadatka ove funkcije treba da su diferencijabilne na
svim delovima. Za odredivanje raspodele iskoristice se
zavisnost:

Aj— Aj;
Kras =1+ g

gde je A j- srednja veli¢ina zazora u zahvatu satelita
sa centralnim zupcanikom, Aj, - veli¢ina bo¢nog
zazora u zahvatu zubaca i-tog satelita sa centralnim

zupéanicima, W- srednja deformacija u zahvatu,
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F

" zah
W= E l anh

zahvatu, C - krutost zuba zup¢anika i elemenata satelita
redukovan na liniju zahvata satelita sa centralnim

zupcéanicima.

- srednja velicina opterecenja u

5. PODMAZIVANJE PLANETARNOG
PRENOSNIKA

U toku sprezanja bokovi zubaca spregnutih zup-
¢anika prenose opterecenje uz medusobno relativno
kretanje praceno klizanjem i kotrljanjem povrsi.

Postoje dva osnovha nacina podmazivanja i to:
podmazivanje potapanjem i podmazivanje ubrizga-
vanjem. Kod podmazivanja potapanjem, dubina po-
tapanja se zadaje zavisno od modula zup¢anika i iznosi
(3-6) m za obimne brzine v; <5 m/sek, odnosno (1-3)
m za vi>12 m/sek.

Kod podmazivanja ubrizgavanjem pod pritiskom
ulje se najcesce dovodi sa gornje strane kod ulaza u
zahvat, a kod obimnih brzina v;> 25 m/sek kod izlaza
iz zahvata.

Da bi se trenje kod svih pokretnih elemenata
smanjilo ubacuje se izmedu njih tanki sloj ulja. Ovim
se trenje izmedu c&vrstih povrsi zamenjuje trenjem
deli¢a viskozne te¢nosti.

Pri relativnom trenju ne zavisi sila trenja od povrsi
koje se taru nego od viskoznosti te¢nosti kojom su
delovi podmazani i od relativne brzine kretanja kva-
sene povrsi. Dodirom se te¢nost lepi za povrsi i zato
ucestvuje u kretanju, pa se problem svodi na
prou¢avanje strujanja viskozne te¢nosti.

Ovde c¢e se dati prikaz slucaja koji se odnosi na
trenje ravnih povrsi, ali se ova teorija 0 podmazivanju
moze prosiriti i na mnoge krive povrsine, pa i na
zupcéanike u zahvatu kod planetarnih prenosnika.

Prema [8] dobijen je obrazac za protok (6)

h 2
= (617, + kh
Q 1277( 0 )

(6)

gde je 77 - dinamicka viskoznost, h - rastojanje izmedu
drR

k = —— = const.

povrsi, Vo - konstantna brzina sa dx
Odavde sledi da je R=Rokx (Ro - integraciona
konstanta). Ako povrsi izmedu kojih te¢nost struji ima-
ju konacne duZzine u pravcu ose X te na kraju povrsi
(x=0, x=I) pritisak mora biti jednak atmosferskom
pritisku. Lako se uvida da je ovaj uslov zadovoljen
kada je k=0, tj. kada pritisak ostaje konstantan u
te¢nosti.

Ovaj rezultat oCigledno ne odgovara stvarnosti jer
se pri podmazivanju prenose jake spoljasnje sile preko
teCnosti. Zato pritisak mora rasti od po, pravcem od
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x=0, sve do neke maksimalne vrednosti, a zatim da
se vraca na po u x=I.

Uslov da (:TR = const. iskljucuje takve promene pa
X

se mora pretpostaviti da se gradijent pritiska menja. Ali
u tom slucaju iz gornje jednagine sledi da rastojanje h
izmedu povrsi mora biti promenljivo jer inace protok
ne bi mogao ostati stalan.

Odnos % zove se kinemati¢ka viskoznost (p -
gustina). Koeficijent dinamicke viskoznosti odgovara
medumolekularnoj promeni koli¢ine kretanja. U [9]
dat je koeficijent turbulentne viskoznosti - b koji se
vezuje za mikroprenos koli¢ine kretanja konacnih
masa iz sloja u sloj kao posledica mesanja strujnica.
Eksperimentima je prikazano da koeficijent turbu-
lentne viskoznosti se ne moze smatrati konstantnim za
datu te¢nost ili turbulenciju jer se menja duz preseka.

Turbulentno kretanje se ne javlja samo u cevima,
ve¢ ga ima i u okolini ma kakve ¢vrste povrsi preko
koje fluid struji pa, ¢ak, i tamo gde nema ¢vrstih povrsi
ali gde se mesaju slojevi fluida nejednakih brzina.

6. NUMERICKO EKSPERIMENTALNA
ANALIZA - PLANETARNI PRENOSNIK U
TURBULENTNOM PRIGUSENJU

Izu¢avan je dimnamicki model planetarnog preno-
snika sa turbulentnim prigusenjem Kkoji je srazmeran
drugom stepenu ugaone brzine obrtanja zupcanika i
uzeti su u obzir poreme¢ajni faktori premaslici 2. [10],
[11], [12].

Slika 2 - Dinamicki model planetarnog prenosnik

Za pojednostavljeni dinami¢ki model plane-
tarnog prenosnika potencijalna energija je (7),

E, =mgr(L+cose)+m,gr(l+sing)+
(7)
+M,, g1, (2—C0sp,) + MsgH, (L+cosgy)
gde su: maz=ms=mas, ri,h - podeoni (oshovni) po-
lupre¢nici sunéevog zupéanika i nosaca satelita, @11 ¢@n
- generalisane koordinate (uglovi zakretanja sunéevog
zupcanika i nosaca satelita).

Kineti¢ka energija je data izrazom (8)

TEHNIKA — MASINSTVO 73 (2023) 2
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2 2 2
Ec = E[Il @+ (Mg + mZ)rlz (1’1+3M2"h2 Ppt

®)

2 2
+(2mg, + m5)"h2 pnt3l,9,]

gde su: I3l - aksijalni momenti inercije masa
sunéevog zupcanika i satelita, ri,r» - osnovni polu-
pre¢nici sunéevog zupcéanika i nosaca satelita,

¥, @,,@,— ugaone brzine suncevog zupéanika,
satelita i nosaca satelita. Za konzervativni sistem
definisanog planetarnog prenosnika ukupna energija
sistema je:

E,+E,=h=E ©)
gde je Ex - kineticka energija sistema, E - totalna
energija sistema.

Sila turbulentnog prigusenja usled razbrizgavanja
ulja uzeta je srazmerno drugom stepenu ugaone brzine
sunc¢evog zupcanika.

2
F=bg

Uvode¢i smenu da je ¢, = 3,42¢,, dobija se da je
koeficijent prigusenja b =11,696b", za ovaj slugaj
uzeto je b=0.1.

Dinamic¢ki model planetarnog prenosnika uraden
je kada su wuzeti u obzir poremacajni faktori
predstavljeni dodatim masama: m;=0,15kg, mzs=0,3
kg. Za ove parametre potencijalna energija sistema je
(10):

E, =0,0594[L+c0s(3.42¢;,)]+0,2564[2 —cos ;] 10)

Na slici 3 prikazana je povrs ukupne energije za
definisane poremecajne faktore.

Slika 3 - Povrs ukupne energije i familija krivih
konstantne energije

Na slici 4 prikazane su potencijalna energije sis-

tema u funkciji generalisanih koordinata i linije

TEHNIKA — MASINSTVO 73 (2023) 2

konstantne energije. Tacke 1, 2, 3, 4 i 5 na 3a odgo-
varaju tackama 1, 2, 3, 4i 5 na slici 3b.

" ‘ .‘“..‘

ugncrs bezia 1]
!

llﬁl:'-'rlﬂ“t"ﬁl:l'lﬁl
b)
Slika 4- Potencijalna energija sistema
Diferencijalna jednacina kretanja sistema je:

2
2K ¢, +b g, +0,25645in ¢, —

—-0,203sin3,42¢p, =0 (11)

gde je

K= %[1169@1 +11,696(m, +my)r +3M,r7 +

+(2my, +mg )1 +3511,(11)2 +
P}
f nr
+3l 2(r—h)2 +20521, L1
2 r;
Integralne krive se mogu dobiti uvodenjem smene

w=¢1 u diferencijalnu jednacinu kretanja sistema (11)
i dobija se jednacina oblika:

2Ka)d—w+bw|a)|+
doy

(12)
+0,2564sin ¢, —0,203sin 3.42p, =0
odakle moze da se napise
do® _b , 02564
—=F—0" - singy, +
+ 0’203sm 3,429,
K
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Integraljenjem jednadine (13) dobijamo:

2, Fea 0, 2564

b
w?=e K [0 (singe K doy, +[ 222

0, 203

b
sin 3,42¢)he7'<%dgoh +C]

i u kona¢nom obliku imamo jednacine integralnih krivih (14)

b

Wl = —0,2564sin ¢, + 0,256 4K cosg, . 0,203 sin 3,42¢p, — 0,697K c0s3,42¢, L Ce K
K? +b? 11696K +b? :
(14)
Wl = 0,2564sin ¢, + 0,256 K cospy  — 0,2035sin 3,42¢p,, —0,697K c0s3,42¢, c, e%ﬂh
K? +b? 11,696K 2 +b?

Prvi izraz odnosi se za >0, a drugi izraz za @<0.
Integralne krive su takve da svako kretanje

reprezentativne tacke po njima ima teznju ka polozaju
stabilne ravnoteze.

—0,256dsinnz +0,2564K cosnﬂ 0,203vsin3,42nxz —0,697K cos3,42nx Ly

C eK
=l K2 +b? 11696K 2 +b* I
C._ [0,2564b sinnz +0,2564K cosnz Lz 0,203sin 3,42n7z —0,697K COS3,42n7r]ef%W
’ K2 +b? 11,696K ? +b? (15)

Uzecemo da je K=0.229 1 b=0.1.

Na slici 5 prikazane su integralne krive dobijene
ovim postupkom.

L
o Sy,
.

(P RO
Slika 5 - Fazni portret
Polozaji ravnoteze su na @-0si, za koje je p1=nr,
gde n nije ceo broj. Integracione konstante odredene su
iz pocetnih uslova w=0 za ¢p1=nx.

6 ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

Nelinearni efekti rada dinamic¢kog sistema mogu
se pojaviti na mnogo razli¢itih nacina. Za nelinearne
elemente dinamic¢kog sistema dobijene su rezonantne
krive zavisnosti amplitude oscilovanja od frekvencije
pobudne sile gde se mogu pojaviti tri vrednosti am-
plitude odziva. Na njima je vrlo uo¢ljivo podrucje
nestabilnog stacionarnog rezonantnog stanja.

Pri analizi nelinearnih dinamickih sistema prvo
treba naci polozaj ravnoteze sistema, a zatim analizirati
kretanja oko svakog njenog polozaja.
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Opsti uzrok haotizacije i stohasti¢nosti kretanja
dinamic¢kih sistema jeste gubitak stabilnosti i ekspo-
nencijalno razilazenje susednih faznih trajektorija.

Fazni prostor kod ovog sistema nije o¢uvan §to se
dobro vidi sa slike 4 i sistem je disipativan, jer se
trajektorije spiralno spustaju u odredeni singularitet.
Vrlo lako se moze nadi opseg pocetne brzine wo u
kome ¢e se odgovarajuce integralne krive spustati u
odredeni singularitet. Taj opseg je vrlo malo podrucje
te se moze zakljuciti da se radi o vrlo osetljivom dina-
mic¢kom sistemu.

Fazne trajektorije seku linije energije spolja-unutra
tj. energija sistema sa vremenom asimptotski tezi rav-
noteznom polozaju.

Sa promenom Kkoeficijenta turbulentnog prigusenja
menja se i karakter integralnih krivih, tako da pri
smanjenju prigusenja sistem nacini vise obrtaja pre
nego sto pocne da osciluje oko stabilnog polozaja
ravnoteze.

U osnovi nastanka stohasti¢nog i haoti¢nog kre-
tanja lezi homoklini¢ka struktura, upravo ona stvara
spoj nestabilnosti, lokalnog razilazenja i opsteg pri-
blizavanja.
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ON STOCHASTIC PROCESSES IN THE DYNAMICS OF PLANETARY TRANSMISSIONS

In addition to the theoretical analysis of the nonlinear dynamics of dissipative mechanical systems with
the possibility of stochastic and chaotic processes, the paper also includes a numerical experimental
example of a planetary transmission. The most common non-linear effects of operation and their
influence on the behavior of the planetary gear as a system were analyzed. A simplified model of
planetary gears as dissipative dynamic systems whose operation is a complex dynamic process with
different effects was considered. These operating effects can appear in many different ways and can be
the cause of stochasticity in the operation of the planetary gear. A numerical analysis of planetary gear
lubrication was made, as one of the effects of stochasticity, where turbulent damping occurs. The
turbulent damping force, due to oil splashing, is taken to be proportional to the second power of the
angular velocity of the sun gear. Based on the experiment, it is concluded that the phase space in this
system is not preserved and the system is dissipative because the trajectories spiral down into a certain

singularity.

Key Words: stochasticity, chaoticity, dissipative system, nonlinear, phase curve
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