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Primena parcijalnih diferencijalnih jednaéina
za generiranje proracunskih mreZa u aerotehnici

Problematika generiranja proradunskih mreza {(»numerical
grid generation«) je postala sastavni deo kompjuterske ae-
rodinamike i jedna je od najvaZnijih faktora u numeri¢kom
reSavanju parcijalnih diferencijalnih jednad&ina u sloZenim
strujnim oblastima. Ona zahteva inZenjerijski osedaj za fi-
zi¢ko ponaSanje, matemati¢ko razumevanje funkcionalnih
relacija na ta¢kama mrefe (kako bi se postiglo fiziéko re-
Senje sa dovoljnc tacnosti) i dosta imaginacije. U radu je
prezentirana upotreba parecijalnih diferencijalnih jednaéina
u numeriékom generiranju proradunskih mreza, kao jedna
od nuZnih sekvenci u re$avanju problema strujanja oko slo-

Uvod

Prora¢unska mreZa predstavlja
krivolinijski koordinatni sistem kod ko-
jeg se, obi¢no, jedna koordinatna linija
poklapa sa konturom tela, a jedna sa
spoljnom granicom prorac¢unskog polja.
Potreba za proratunskom mreZom pro-
istekla je iz prirode nadina reSenja je-
dnadina kretanja i metoda njihove dis-
kretizacije i aproksimacije u strujnom
polju. Da bi se uopSte moglo govoriti
0 refavanju problema, potrebno je po-
deliti strujno polje na veliki broj ele-
mentarnih povr§ina (u 2-D strujanju)
ili zapremina (u 3-D strujanju) kako bi
greska aproksimacije diferencijalnih
jednaéina bila $to manja. U svakoj taé-
ki proradunske mreZe, nekom od nume-
rickih metoda (metodom konaénih raz-
lika, konaénih povr$ina ili zapremina
ili metodom konaénih elemenata) vrsi
se proratun svih parametara strujanja.
U osnovi, prora¢unska mreZa moZe da
se generira numeri¢kim putem prime-
nom algebarskih metoda ili pomodéu
parcijalnih diferencijalnih jednaéina
(PDJ). Kod algebarskih metoda prvo
se definiSu ta¢ke na konturi tela i spo-
ljnoj granici, a zatim se, primenom ra-
znih tipova matemati¢kih interpolacija,
vrsi generiranje tadaka i koordinatnih
linija unutar definisanog strujnog po-
lja. Ove metode su relativno jednostav-
ne, brze i omogudéuju eksplicitnu kon-
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Zenih aerodinamiékih konfiguracija.

trolu poloZaja ta¢aka i linija koordinat-
nog sistema.

Kod metoda parcijalnih diferenci-
jalnih jednaédina koriste se sva tri tipa
jednadina — eliptiéne, paraboliéne i
hiperboli¢ne. Koristedi iste principe kao
i kod algebarskih metoda, prvo se spe-
cificiraju unutrasnja i spoljna granica
(izuzev kod hiperboliénih PDJ kod ko-
jih je spoljni region otvoren), a zatim
se koordinatne tacke i linije generiraju
kao reSenje PDJ-a.

Obe metode su veoma popularne,
ali, za sada, nijedna od njih ne, omo-
gucava univerzalno generiranje prora-
cunskih mreza za sve tipove konfigura-
cija. (Jedan detaljan pregled razvoja i
primene koncepta numeri¢kog generi-
ranja prora¢unskih mreza dat je u [1]).

U aerodinamic¢kim aplikacijama o~
biéno se koristi tzv. »H«, »O« i »C« tip
proracunske mreze.

H-tip proradunske mreZze — pred-
stavlja koordinatni sistem kod kojeg
koordinatne linije prate konturu date
konfiguracije, tj. dobijaju oblik struj-
nica koje dolaze iz neporemedéene stru-
je ispred tela, obilaze ga i nastavljaju
kretanje u neporemedeni deo strujanja
iza njega. Obezbeduje odli¢nu rezolu-
ciju strujnog polja ispred i iza aerodi-
namickog tela. To je, ujedno, i najjed-
nostavniji tip mreZe. Medutim, H-tip
proradunske mreZe ne obezbeduje pot-
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puno taénu aproksimaciju strujnog po-
lja oko zaobljenih ivica i teze je ostva-
riti optimalnu kontrolu koncentracije
tadaka pri udaljavanju od tela.

O-tip proratunske mreze — pred-
stavlja koordinatni sistem kod kojeg
koordinatne linije u potpunosti obavi-
jaju telo. Daje slabiju rezoluciju polja
prema spoljnoj granici, ali obezbeduje
veoma dobru rezoluciju koordinatnih
linija kod zaobljenih ivica.

C-tip proradunske mreze — predsta-
vlja koordinantni sistem kod kojeg koor-
dinatne linije polukruzno obavijaju po-
smatrano telo. U sudtini, »C« mreza
predstavlja kombinaciju O-tipa mreZe
u regionu ispred tela i H-tipa mreZe U
regionu iza tela. Ova proratunska mre-
sa obezbeduje veoma dobru aproksima-
ciju svih granica i periodiénih granic-
nih uslova. -

Pri generiranju prorafunskih mre-
3a za 3-D aplikacije koriste se 2-D prin-
cipi generiranja i kombinacija sva tri
navedena tipa mreza.

Potreba i zahtevi za vezani
krivolinijski koordinatni
sistem

Pri numeri¢kom reSavanju PDJ
uvek se javlja potreba za ta¢nom re-
prezentacijom grani¢nih uslova. Na pri-
mer, osnovni zahtev koji se ovde po-
stavlja jeste da se odrede tatke prora-
tunske mreZe konstruisane na koordi-
natnim linijama koje se podudaraju sa
granicama fizi¢kog tela. Na taj nadin,
jedna koordinatna promenljiva moze
biti specificirana kao konstanta na sva-
koj granici, a monotona varijacija dru-
ge koordinatne oko granica moZe se
specifirati kao skup polaznih podataka
za problem diskretizacije PDJ. Zatim,
ostaje problem da se generiSu vredno-
sti ovih koordinata u polju, podevsi od
zadatih granica ili pocetnih vrednosti.
Naravno, pri tome mora postojati je-
dinstvena podudarnost izmedu osnov-
nog i krivolunijskog koordinatnog sis-
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tema (npr. preslikavanje fizickog polja
na proradunsku ravan mora biti jedan
prema jedan, tako da svaka tafka u fi-
zi¢kom polju odgovara samo jednoj tac-
ki u prora¢unskom polju i obrnuto).
Koordinatne linije iste familije ne sme-
ju se ukritavati, a razli¢itih familija
mogu se presecaii samo jednom (npr.
jakobijan transformacije mora uvek bi-
ti razli¢it od nule u svakoj tacki). Da-
lje, koordinatne linije moraju biti glat-

ke kako bi se obezbedila kontinualnost

prvih izvoda. Tatke mreZe moraju biti
na malim rastojanjima u fizi¢koj ravni
ade se javljaju velike numericke gre-
gke, a iskrivljenje elementarnih polja
mreze mora biti izbegnuto u 5to vecoj
meri, jer, u suprotnom, moZe izazvati
uvecéanje proratunske greSke i dovesti
u pitanje konvergenciju resenja.

Posto krivolinijska proracunska
mreZa ima koordinatne linije podudar-
ne sa konturama svih prisutnih fizi¢kih
tela, svi grani¢ni uslovi za dati problem
mogu se izraziti u tatkama mreZe bez
dodatnih interpolacija, a uslov mnor-
malnosti na telu moZe se postiéi koris-
teéi konaténe razlike medu tackama, €ak
i u sluéajevima kada linije koordinat-
nog sistema nisu normalne na granica-
ma tela. Transformisane jednadine se,
zatim, mogu oproksimirati metodom ko-
na¢nih razlika ili kona¢nih elemenata i
rediti numeridkim putem u transformi-
sanoj ravni.

Generiranje proracunskih mreZa
pomocu parcijalnih diferencijal-
nih jednaéina

Primena PDJ u generiranju nume-
rickih proratunskih mreZa postala je
veoma popularna zbog velikog broja
mogucnosti sa kojima se moZe realizo-
vati. Ovde je osnovna ideja da se ge-
nerira numeri¢cka mreZa kao reSenje
PDJ koja zadovoljava zadate granicne
uslove na granicama datog fizi¢kog po-
lja. Osnovne ideje ovih metoda prika-
zane su na slici 1.
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natne linije mreZe bi¢e ravnomerno ra-
ELTPTICHA SENA spodeljene zbog »umirujuéeg« uticaja
: laplasijana. U Poisonovim sistemima,
spolina  yyalitet numeritke mreze (gustina i na-
7 granltd  gib linija) moZe se ostvariti pravilnim
zadata  izborom prinudnih funkcija sa kontrol-
nim parametrima.
koa}ura tela
adata

Pretpostavimo da Zelimo transfor-
misati dvodimenzionalni region G, o-
graniéen sa dve konture proizvoljnog
— oblika u pravougaoni region G*, kao
—— Sto je prikazano na slici 2. Opsta trans-

formacija iz fizi¢ke ravni [x, y] u trans-
) .. formisanu ravan [E, n] data je sa t=
HIPERBOLICHA SEMA  SPOLINd  — (x, y) i n=n(x, y), dok je inverzna
. ‘Jranlea  yransformacija data sa x=x (€, 1) i x=y
M—%‘L\ racanata (€, m). Prvi izvodi se transformi$u na

&

’ n-, sledeéi nadin:
kontura tela I
zadata
/
.-f’jf
PARABOT.TCNA SEMA 1

spolina

granica

zadata 2 .

i1 G il

f ¢
. 3
L=~

' | Sl. 2 — Transformisanje fizi¢ke ravni u pro-
. ko%tura tela

, racunsku ravan
zadata kao pocetim
usiov

Sl. 1 — Osnovne ideje generiranja prora-
¢unskih mreZa primenom PDJ md_(f,_y)_
a of 0(Em) yafe—yefy

(1)

Eliptiéna diferencijalna Sema ox __;3&_31 J
(5, m)

Elipti¢na diferencijalna Sema zah- ’
teva specifikaciju grani¢nih uslova na o (f, x)
kompletnim granicama fizi¢kog polja. e
PoloZaj koordinatnih ta¢aka u unutras- f o= of _ 0, m) - Xehn— Xn fg (2)
njosti polja odreduje se relenjem seta Toox o 0xy) J
eliptiénih PDJ. Najvise se koriste Lap- J(E, )

lace) i Poisonove (Poisson) jednadine.
| U sluéaju ravnomerne raspodele tadaka gde je J jakobijan transformacije de-
l na nezakrivljenim granicama, koordi- finisan kao J=xgy,—Xn ye.
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Razmotrimo primenu Laplasovih jed-

nadina za generiranje proracunskih
mreza:
Exx TEwy=0 3)
Nxx T Nyy =0 (4)
gde su: 5
XX i v T o
(o= 1™

sa Dirihleovim (Dirichle) graniénim us-
lovima:

|

_Jaxyn

K N mIEG 6
_ E q=_E2(fl;Y)j; x,y1€G:  (6)

U izrazima (5) i (6) mi i m2 su konstante
a £1(x, y) i Ex, y) zadate monotone fun-
keije na unutra$njoj granici G: i spolj-
noj granici G;. Ovaj sistem garantira
jednoznaéno preslikavanje krivolinij-
skog koordinatnog sistema vezanog za
granice bilo kojeg zatvorenog tela (li-
ka). Posto se kompletno numeric¢ko re-
favanje vrsi na uniformnoj pravougao-
noj prorac¢unskoj ravni, zavisno i neza-
visno promenljive u jednacinama (3) 1
(4) moraju se uzajamno zameniti. Ko-
riste¢i navedene transformacije izmedu
fizicke i proratunske ravni i znajuci da
su koordinatne linije u transformisanoj
ravni konstante, dobijamo vezani si-
stem jednadina slededeg oblika:

Axge T Bxey + Cx =0 (7
Ayee+Byen T CY =0 (8)
gde su:
A=X 4,
B = —2(XgXn + Yey)
C= Xz - yz
a transformisani graniéni uslovi:
BRE
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x | =] quE ) |. , .
[ Yy ] [qz(E,T]z)]’ [E, ] €G22 (10)

Funkcije puE, ), P& my), Qi m) i

a:(E, 1) zadate su sa poznatim oblikom-

unutrasnje i spoljne granice fizitkog
polja. U skladu sa slikom 2 pretposia-
vimo da se kontura aeroprofila i spolj-
na granica fizitkog polja transformisu
u m-linije koje formiraju donju i gor-
nju stranicu, a da se proizvoljni presek,
koji spaja granice, preslikava na E-li-
nije koje formiraju levu i desnu stra-
nicu transformisane (prorafunske) rav-
ni. Dakle, leva i desna strana proracun-
ske ravni su podudarne u fizickom po-
lju, pa su i fizitke koordinate x 1 y je-
dnake duZ ovih linija. U proracunskoj
ravni se, zatim, formira uniformna mre-
Ya E i m linija, &ije je rastojanje kon-
stantno i jednako jedinici. Primenom
centralnih razlika, jednacdine (7) i (8} u
ta¢ki (i, j) mogu se aproksimirati po X
koordinati u obliku:

AX i1, j—2X1, §+Xit1,3) T B(X -1, 31—
—X i1, j41— Xit1, i—1 T Xi41, j+1)/4+
+ C(Xi, j—1 24,1 +X1,5+1) =0 (11)

a po y-koordinati kao:

Ay i, —2y i,.i+Yi+1,j)+ B(yi—, j—1 —
—yi, i41 — Vit i T Yis1, 341)/4+
+C(yi,j—1—2Y i3 +vi,j+1)=0 (12)

Proratunsko polje 1ima dimenzije
(Jax — 2)X(I ax —1). Granicne vrednosti
su zadate na linijama j=1 (kontura te-
1a) i j=Jma (spoljna granica) za 1<<i<<
<1,,.,. Ulazno-izlazne granice se pojav-
ljuju na i=1 i i=Iy,,. Posto su vred-
nosti x i y koordinata jednake duZ ovih
linija, iteracija je neophodna samo duz
jedne od njih. Za i=1 izvodi se mogu,
za svako 2<j<Ju.1, definisati na sle-
deéi naédin:

(_Xi)i,jz(XZ,j—XImax,j)/Z (13a)

(X}ii_)i g X2, ZXI, j+x I max—I1, j

— X max—1, j-—|—1)/4' (13c)
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(13b)

(Xen)i, ;= (X 2, j+1 — X2, j—1+X Tmax—1, j—1—




Sliéni izrazi mogu se koristiti i za
y~-koordinatu. Na samom poéetku resa-
vanja sistema jednadina neophodno je
odrediti pocetne vrednosti koordinata.
To se mozZe postiéi, na primer, linear-
nor interpolacijom tacaka izmedu spo-
line i unutrasnje granice ili pretpo-
stavkom da su podéetne vrednosti jed-
nake nuli.

Diskretizovan sistem (11) i (12)
moZe se sada resiti po x; ; i y; ; itera-
tivnim putem, koristeéi relaksacione
metode, kao Sto su sukcesivna relaksa-
cija po linijama ili tackama (successive
over-relaxation — SOR, potprogram za
sukcesivnu relaksaciju po linijama dat
je u prilogu) i metodom naizmeni¢ne
promene smera diferenciranja (altering
direction implicit — ADI), sve dok se
ne postigne zadati kriterijum konver-
gencije. Ukoliko sistemu (3) i (4) doda-
mo prinudne funkcije, dobijamo Poiso-
nov sistem u slede¢em obliku:

Bt By =P(E, 1)
'nkx_i_ T]yy= Q(gr 'ﬂ)

(14)
(19)

Funkcije P(E,n) i Q(E, n) se zadaju,
a zavise od prirode problema i Zeljene
raspodele tacaka. Primenom istog seta
transformacija dobijamo novi skup ve-
zanih jednadina za generiranje prora-
¢unskih mreZa:

Axgg+Bxen + Cxnn= —J2[P(E, n)xc +
+Q(E, n)xx] (17)

Ayee+Byen + Cyn = — J2[P(E, n)ye+
+Q(E, N)yn] (16)

Elipticke Seme zasnovane na La-
plasovim ili Poisonovim jedna¢inama
naidle su na Siroku primenu za razne
2-D i 3-D konfiguracije. Na primer,
Thompson [2] i Holst [3] kontrolisu kva-
litet numeri¢ke mreze pomoéu ekspo-
nencijalnih prinudnih funkcija sa kon-
trolnim parametrima. Izbor kontrolnih
parametara zavisi od oblika tela. U to-
ku generiranja mreZe oko konkretne
konfiguracije zahteva se interakcija ko-
risnika, jer ove kontrolne funkcije
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omoguéuju pomeranje koordinatnih li-
nija unutar polja, ali se teSko postize
Zzeljeno rastojanje i ortogonalnost na
granicama i u polju. Ovaj problem je
ublazen primenom kontrolnih funkcija
(Sorenson [4]) koje omoguéuju proiz-
voljnu kontrolu ugla nagiba E-koordi-
natnih linija na unutra$njoj granici i
rastojanje izmedu aeroprofila i n-koor-
dinatnih linija. Interesantno reSenje os-
tvarili su Chen i Obaish [5] koji treti-
raju kontrolne funkeije P(E,n) i Q(E, n)
u osnovnim jednadinama kao nepozna-
te, a zatim postavljaju uslov ortogonal-
nosti koordinatnih linija u blizini gra-
nica da bi odredili izraze za funkcije

P(E,n) 1 Q(E, n).

Osnovne karakteristike eliptiénih
sistema u generisanju numeric¢kih mre-
Za su:

1. obezbeduju jednoznaéno presli-
kavanje izmedu fizicke i proracunske
ravni (polja);

2. koordinatne linije su »glatke«, a
diskontinuiteti u nagibu koordinatnih
linija na granicama se ne prenose u
polje;

3. u toku iterativhog postupka ge-
neriranja mreZe zahteva se memorisa-
nje kompletnih podataka o koordinan-
tama tadaka iz prethodne iteracije, zbog
potrebe zadovoljenja kriterijuma kon-
vergencije definisanog zadatom gres-
kom;

4. konvergencija reSenja je spora
u sluéajevima kada su unutradnja i spo-
ljansnja granica na relativno malim ra-
stojanjima (kao 5to je kod kola kom-
presora ili turbina).

bl

Paraboliéna Sema

Prorac¢unska mreZza moZe se gene-
rirati eksplicitno pomocéu paraboli¢nih
diferencijalnih jednafina metodom ste-
povanja (tzv. »marching« algoritam),
pocevsi od neke unutradnje granice, ko-
ja se pojavljuje kao podetni uslov rede-
nja. Difuzni karakter jednacina ubla-
Zuje eventualne neregularnosti u mre-
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Zi zbog oblika po€etne granice. Vaznost
algoritma stepovanja ovde je dvostru-
ka: (1) u najveéem broju slucajeva po-
trebno kompjutersko vreme cCini samo
deo onog potrebnog za generiranje pro-
radéunske mreZe pomocéu eliptiéne Seme
i (2) zahtevano ¢uvanje podateka u to-
ku generiranja mreZe je znatno manje
u odnosu na elipti¢nu Semu. Polazne je-
dnadine, iz kojih se izvodi sistem neop-
hodan za generiranje prorac¢unskih
mreZa, imaju sledeéi oblik:

a(€, Wxn =b(E, n)xeg +c(€, n)Vx(E, )+
+d(E, ) (18)

a(g, n)yn=D>b(E, N)yee +c(&, nIVy(E, n) +
+4d(E, n) (19)

Ovde su a, b, ¢ i d konstante ili ne-
ke funkcije od (§, n); x 1 ¥y su koordina-
te u fizickom polju; & i n koordinate u
nuemri¢ckoj ravni, a V, 1 V; veliéine
koje predstavljaju meru promene x i y
koordinata i mogu se aproksimirati pri-
menom linearne ili polinomske interpo-
lacije izmedu unutradnjih i spoljasnjih
granica.

Kod veéine transformacija, upotre-
bljenih u numeri¢kim analizama, rasto-
janje izmedu koordinatnih linija & i n
u proratunskoj ravni jednako je jedi-

et

Sl. 3 — Princip generiranja »QO« tipa prora-
éunske mreZe primenom paraboliéne 3eme
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nici. Medutim, ovo ogranidenje nije nu-
zno. Pri diskretizaciji jednadina moze-
mo pretpostaviti da je rastojanje izme-
du koordinatnih linija u proradunskoj
ravni kvaziuniformno. Zatim, prime-
nom Tajlorovog (Taylor) reda za apro-
ksimaciju prvog i drugog izvoda (ozna-
ka na slici 3) i primenom odgovaraju-
¢ih transformacija izmedu fizicke i pro-
ra¢unske ravni, model jednadine (18) i
(19) transformisu se u trazeni set jedna-
¢ina za generiranje prorafunske mmreZe:

OXi—1,j +Bxi, i +‘\{Xi+1,j :DX (20)
ayi—, 3 TPy i+ vy 3=Dy  (21)
gde su:
. 2A 2A
o= Y=
F i—1 (Fi+Fi—1) F:i (F1+F i—l)
= —2A ( 1 + 1 ) _
Fi+Fi F; Fig
- 2C ( 1 4 1 )
GjTgi— G; g i—1

D= —B(Xi+1, j+1 —Xi—1, j+1 —Xit+1, j—1 +
+xi, j—1)/ [(Fi+Fi) (G +g5—)] —

. 2C [ 4 Xi j+1 ]
Gj+gi—

gj—1 G;
Dy=—B(Yi+1,j+1 — Yi1, j+1—Vi+1, i1+
+yi1, j—1)/ [(F; +Fiq) (Gj+gi—1)]—

Xi,j—1

_ 2C [Yi,j—1 1 Yi,j+1]
G;tgj— gi-1 G;
A=xnTy%
B=—2(xexn+yeyn)

C=x%+y%

Xi+1, j—1 — Xij-1, j—1

Fi+Fi

Vit1, j—1— Y i1, j—
F,+Fix

ye=
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Xy = K1, 541 X, i ili
Fi+Fi,
XBi. I max Xi, j—1
Xn=
Fi+Fiy
Yi j41—Vi 1—
Vo= i,§4+17Yi, j—1 i
Gt gj—
_ YBi jmax— Vi, j—1
Yn=
G;tgj—
xBi ’max+ i, j—
Xy, j41= - it
2
YiBi 'max+ —
Yy, 541 = = AT
2
Giznmax—nj; Bi—1=M;—Mj—1

Fi=8iy1—&; Fig =& — &1

Jednadine (20) i (21) reSavaju se
simultano za sve tacke x;; i y;; na j-
~toj liniji prorad¢unske mreZe primenom
trodijagonalnog algoritma. Re3enje
startuje sa j=2 (prvoj liniji mreze do
unufrasnje granice) i stepuje do j=
=Jumax—1 (liniji mreZe do spoljne gra-
nice). Pri tome, koordinate na j+1 li-
niji se uvek zadaju kao aritmeti¢ka sre-
dina koordinata na j=j—11 j=J,., li-
niji ili se zamenjuju sa koordinatama
na spoljnoj granici, tj. j=J,.«. U oba
sluéaja nema bitnijih razlika u konaé-
nom refenju. Na isti na¢in se odreduju
koeficijenti A, B i C. U paraboli¢noj
Semi, neuniformno rastojanje tafaka u
prora¢unskoj ravni ima isti efekat kao
prinudne funkcije sa kontrolnim para-
metrima u eliptiénim parcijalnim dife-
rencijalnim jednadinama.

Parabolitna Sema je primenjiva i
za 2-D i 3-D konfiguracije. Nakamura
[6] je primenio paraboli¢ne PDJ sa up-
rof¢enim drugim izvodima za generi-
sanje »O« i »H« tipa mre¥e, Edvards
[7] je prosirio metod na 3-D probleme
u dve koordinate, dok je treéa diferen-
cirana pomoéu centralnih razlika, a Si-
ladi¢ i Carey [8] su metod generalizo-
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vali 1 primenili za proizvoljne jedno-
komponerntne i viSekomponentne kon-
figuracije na sva tri tipa proracunske
nireze.

Hiperboli¢na Sema

U primeni ove Seme, numeri¢ka
mreza dobija se integracijom hiperbo-
licnih PDJ i zahteva Kosijeve (Caushi)
grani¢ne uslove. Koordinatne linije se
dobijaju eksplicitnim diferenciranjem,
metodom stepovanja, od pocetne prema
spoljnoj granici. Za ovu 8emu koristi se
slede¢i sistem jednacdina:

Xeyn—yeXn =V(E, 1)
XeXn—Yeyn =0

(22)
(23)

V(E, n) predstavlja matricu trans-
formacije i reprezentuje povrsinu u fi-
zickoj ravni za datu jediniénu povrSi-
nu u proracunskoj ravni. Ako je V(§, n)
dato kao funkcija poloZaja, tada se je-
dnadina (22) moZe upotrebiti za kon-
trolu rastojanja koordinatnih linija u
fizickoj ravni. Jednacdina (23) predstav-
lja meru ortogonalnosti koordinatnih
linija u fiziékom polju. Posle lineariza-
cije jednacina (22) i (23) oko poznatog
stanja (X, y), dobija se sistem jednadi-
na:

[Alrg +[B]r, =f (24)

gde su:
[

x]; [A]=[’__‘“ f”‘];
Ly Yy =Xy

m= =] e ]
-y Xg V+V

r:

Karakteristi¢ne vrednosti [B]™! [A]
su pozitivne, tako da ie sistem (24) hi-
perbolian u v smeru i moZe se prime-
niti metod stepovanja po m-koordinati
sve dok je Xz + o540

Pri generisanju proracunskih mre-
Za sa ovom Semom, prvo se pretpostav-
lja da je povrsina tela podudarna sa
koordinatom n=0 i vr$i se raspodela
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iadaka duZ samog tela. Zatim se zahte-
va odredivanje veli¢ine V(§,m) u jed-
nad¢ini (22). Na primer Steger i Soren-
son [9] preporutuju da se V(§, n) odredi
polaganjem prave linije iste duZine kao
obim tela, a zatim da se na njoj izvrsi
raspodela tadaka kao i na osnovnom te-
lu, tj. koordinatnoj liniji n=0. Posle
toga, povlati se nova linija, paralelna
prvoj, na n=const. na proizvoljnom ra-
stojanju. Kada se to zavrsi, velidina
V (5, n) se procenjuje kao povriina ele-
mentarnih polja mreze. Primena hiper-
boliéne 3eme za generiranje proracun-
ske mreZe oko aeroprofila uspesno je
realizovao Steger i Chausse [10], a za
3-D mreZu oko spejs-§atla Kutler [11].

ni¢ni, a kod paraboliéne Seme pocetni
uslov reSenja. U proracunskoj ravni se,
zatim, formira mreza g i  linija, ¢ije je
rastojanje za eliptiénu Semu konstan-
tno i jednako jedinici, a za paraboli¢nu
Semu definisano trigonometrijskom sin
ili cos funkcijomn. Nakon definisanja
prorat¢unske ravni pristupa, se resenju
transformisanih diferencijalnih jedna-
dina, s tim 8to eliptitna Sema zahteva
koriiéenja iterativne relaksacione me-
tode, a paraboli¢na eksplicitni algoritam
stepovanja. Svi prezentirani primeri
ostvareni su na kompjuteru CDC 170/
/750 Dual Cyber, a poredenje prora-
¢unske efikasnosti obe Seme dato je u
tabeli.

Tabela

Uporedne karakteristike proraunske efikasnosti elipti¢ne i paraboliéne diferencijalne
deme pri generiranju prora¢unskih mreZa

Elipti¢na Sema EtNe=PEM) Paraboli¢na
NACA 0012 Eyt1y=QEmM) fema
Dimenzije Broj CPU CPU
mreZe Greska ITER. | R w (sec) (sec)
27 X 20 0.0001 78 5 1.81 11.722 0.083
27 X 20 0.0001 71 4 1.81 1¢.708 0.088
27 X 20 0.0001 68 3 1.80 10.264 0.090
61 X 28 0.0001 99 3 1.81 48.561 0.288
61 X 28 0.001 479 2 1.81 239.259 .283
Dvokomponentni aeroprofili NACA 0012
Ugao otklona zakrilca 25°
69 X 20 0.0001 275 4 1.80 105.702 0.340
69 X 20 0.001 116 5 1.81 48.301 0.342

Primena elipti¢ne i parabolicne
Seme za aerodinamicke
aplikacije

U konkretnim primerima bice de-
monstrirana upotreba Laplasovih i Po-
isonovih jednadina za generiranje pro-
ratunske mreZe oko jednokomponent-
nih i dvokomponentnih aeroprofila. Kod
eliptitne Seme, kontura aeroprofila, sa
matemati¢kog aspekta, predstavlja gra-
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NACA 0012 — Samo parabolina 3ema

Dimenzije CPU
mreZe (sec)
61 X 28 0.252
80 X 25 0.288
80 X 40 0.469

100 X 40 0.571

120 X 80 1.354

120 X 100 1.686
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Na slikama 4 i 5 prikazani su »Cc
i »H« tip prora¢unske mreZe oko jedno-
komponentnog aeroprofila generirane
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Sl. 4 — »C«-tip proradunske mrese generi-
ran primenom laplasovih jednadina

£
=
H
H
=
;
H
o
8
-
|
#
s
1]

SRR

N -

1

Sl. & — »He-tip proratunske mrese generi-
ran primenom laplasovih jednaéina

oG

aas
“ Bt
AL 0
““::‘:0::

8l. 6 — »O«-tip proradunske mrese generi-
ran primenom Poisonovih jednading

pomoéu Laplasovih jednadina, metodom
sukcesivne relaksacije po tadkama. Mo-
Ze se videti da one obezbeduju dobru
glatko¢u koordinatnih linija, ali ne o-
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bezbeduju dovoljnu atrakeiju u blizini
konture aeroprofila. To je nepovoljno
pri proraunu viskoznog strujanja, jer
se u blizini povrSine tela desavaju naj-
vece promene gradijenata.

Slika 6 prikazuje O-tip proracun-
ske mreZe oko NACA 0012 aeroprofila
generisane pomodu elipticne Seme sa
prinudnim funkcijama P(§,n) i Q (&, n)
eksponencijalnog tipa. Dimenzije mreze
su 61XxX28, a polupretnik spoljne gra-
nice tri duZine tetive. Atrakcija koordi-
nata primenjena je na prvih pet linija
pored konture, napadne i izlazne ivice
acroprofila. Pri konstantnom parame-
tru akceleracije, konvergentno reSenje
Je postignuto nakon 99 iteracija.

Na slikama 7 i1 8 prikazana su dva
O-tipa mreZe generisane oko dvokom-
ponentnih i kaskade aeroprofila prime-
nom paraboli¢ne diferencijalne Seme.
U prvom primeru demonstrirana je mo-

Sl. 7 — »0«-tip proraéunske mreie oko dvo-
komponentnih aerofila generitran prumenom
paraboli¢ne Seme

guénost ove Seme da generira upotreb-
ljivu mrezu oko viSekomponentnih ae-
rodinamic¢kih tela. Dimenzije mreZe su
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87 % 30, a potrebno kompjutersko vreme
(CPU) za njeno izra¢unavanje 0.623 s.
Drugi primer demonstrira sposobnost
paraboli¢ne Seme da zadovolji granicne

S1. 8 — »O«-tip pro¢unske mreZe oko kaska-
de aeroprofila generiran primenom parabo-
lithe Seme
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Sl. 9 — Strujanje oko aeroprofila u transo-

niénom strujanju dobijeno mna »C«-tipu pro-
radunske mreze
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uslove na veoma maloj udaljenosti od
unutrasnje granice.

Na slici 9 prikazana je primena
C-tipa prora¢unske mreZe u prora¢unu
transoni¢nog strujanja oko aeroprofila
NACA 0012 (pri brzini M=0,92 1 na-
padnom uglu o=0°). Na njoj se jasno
vidi formiranje »A« udarnog talasa na
izlaznoj ivici, odnosno potreba 1 sprega
prora¢unske mreZe i reSenja konkret-
nog aerodinamit¢kog problema.

Zakljucak

Proratunska mreZa, kao krivolinij-
ski sistem vezan za granice tela oko
kojeg se vr§i proraun strujnog polja,
jedna je od najvaZnijih elemenata u
refavanju sloZenih strujanja, narotito
vezanih za viskozne efekte i transonic-
ni opseg brzina. Ona mora obezbediti
uslove za pravilnu aproksimaciju gra-
ni¢nih uslova, koncentraciju koordinat-
nih linija u oblastima gde se de3avaju
najveée promene parametara (na pri-
mer u zonama gde se olekuje pojava
udarnih talasa ili odvajanje strujnica)
i jednoznaéno preslikavanje sloZenog
strujnog polja u jednostavniju prora-
dunsku ravan. Ovi zahtevi se uspesno
ostvaruju ‘primenom parcijalnih dife-
rencijalnih jednacina, mada one zah-
tevaju dosta sloZene transformacije iz~
medu fizidke i proratunske ravni.

Kroz konkretne primere primene
elipti¢nih i paraboliénih Sema u generi-
ranju mreza pokazana je njihova uni-
verzalna moguénost aplikacije na jed-
nokomponentnim i viSekomponentnim
telima, s tim Sto je paraboli¢na Sema,
sa proratunskog aspekta, mnogo jedno-
stvnija i brza.
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Prilog

SUBROUTINE LAPLAS (IMAX,JMAX,X,Y,W,ITMAX,EPS)
c**
C** Potprogram za resavanje Laplasovih jednacina
C** metodom sukcesivne relaksacije po linijama

Ck*
C** IMAX - broj tacaka na unutrasnjoj granici, ekvivalentan
Cx* broju "ETA" linija u proracunskoj ravni
C** JMAX - broj tacaka na preseku izmedju spoljne i unutrasnije
Ck* granice, ekvivalentan broju "DZETA" linija u
Ck* proracunskoj ravni
C** X i Y - koordinate tacaka proracunske mreze
C** w - faktor akceleracije iterativnog resenja (1.5-1.86)
C** TITMAX - maksimalni broj iteracija (100-300)
C** EPS - dozvoljena greska resenja (0.001-0.0001)
Chr _

DIMENSION X(120,80), Y(120,80) _

DIMENSION A(120),B{(120),C(120),D(120),F(120),G(120)
Ok

JM1= JMAX-1

IM1= IMAX-1

IT=0

EMAX1=0.0

EMAX2=0.0

Ch*

40 IT= IT+1
DO 10 J= 2,JIM1

DO 20 I= 2,IM1
DEL1= X(I,J)
DEL2= Y(I,J)
XXD= 0.5*{(X(I+1,J)-X(TI-1,7))
XED= 0.5*(X(I,J+1)-X(I,J-1))
YXD= 0.5*%(Y(I+1,J)-Y(I-1,J))
YED= 0.5*(Y(I,J+1)-¥(TI,J-1))
AD= XED**2+YED**?2
BD= XXD*XED+YXD*YED
GD= XXD**2+YXD**2
XXED= (X(I+1,J+1)-X{(I+1,J-1)-X(I-1,J+1)+X(1I-1,J-1))*0.25
YXED= (Y(I+1,J+1)-Y(I+1,J-1)~¥Y(I-1,J+1)+Y¥(I-1,J3-1))*0.25
BD= -2.0%*BD

A(I)= AD
B(I)= -AD-AD-GD-GD
C(I)= AD
F(I)= -BD*XXED-GD*(X(I,J+1)+X(I,J-1))
20 G(I)= -BD*YXED-GD*{Y(I,J+1)+¥(X,J~-1))
C**
F(2)= FP(2)-A(2)*X(1,J)
G(2)= G(2)-A(2)*Y(1,J)
F(IM1)= F(IM1)-C(IM1)*Y(IMAX,J)
G(IM1l)= G(IM1)-C(IM1)*Y(IMAX,J)
c**

C** -Relaksacija po linijama’
CALL TRID (A,B,C,D,F,2,IM1)
CALL TRID (A,B,C,D,G,2,IM1l)
Ot
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QX%

30
10

C**

60
50
C**

15
25

C**
c**
C**

10

20
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DO 30 I= 2,IM1

XC= W*(F(I)-X(I,J))

YC= W*(G(I)-Y(I,J))

X(I,J)= X(I,J)+XC

Y(I,J)= Y(I,J)+YC

EMAl1= ABS(DEL1-X(I,J))

EMA2= ABS(DEL2-Y(I,J))

IF (EMA1.GT.EMAX1) EMAX1=EMAl

IF (EMA2.GT.EMAX2) EMAX2=EMA2
CONTINUE
CONTINUE
IF (EMAX1.LT.EPS.OR.EMAX2.LT.EPS) THEN

WRITE(*,5) IT
GO TO 60
ELSE IF (IT.EQ.ITMAX) THEN
WRITE(*,25) ITMAX
RETURN
ELSE
GO TO 40

END IF

CONTINUE

DO 50 I= 1,IMAX
WRITE (*,15) (X(I,J),J=1,JIMAX)
WRITE (*,15) (Y(I,J),J=1,JMAX)

FORMAT (/5X, 'MREZA GENERIRANA POSLE',I4,'ITERACIJA®)
FORMAT (10E13.6)

FORMAT (/5X, 'MALI BROJ ITERACIJA ITMAX= ',I3)
RETURN

END

SUBROUTINE TRID (A,B,C,X,F,NL,NU)
Podprogram za resavanje trodijagonalne matrice

DIMENSION A(2),B(2),C(2),X(2),F(2)

X(NL)=C(NL)/B(NL)

F(NL)=F(NL) /B{(NL)

NLP1= NL+1

DO 10 J=NLP1l,NU
Z=1.0/(B(J)-A(J)*X(JT-1))
X{(J)=C(J)*Z "
F(J)=(F¢J)-A(T)*F(J-1))*Z

NUPNL=NU+NL -

DO 20 J1=NLP1,NU o
J=NUPNL-J1
F(J)=F(J)-X(J)*F(J+1)

RETURN

END
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