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REZIME
Mnogi praktiéni problemi u nauci i inZenjerstvu, kod kojih se neka veli¢ina
odrzava, opisuju se jednaéinama zakona odrZanja. To su sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednagina prvog reda, u kojima je jedna nezavisna promenljiva
izdvojena kao vreme ¢, dok ostale predstavljaju prostorne promenljive. Mi ¢emo
posmatrati nelinearan, hiperboli¢ki Rimanov (Riemann) problem

(1)

u , x <0,
uy + f(u)z =0, 1L($, 0) = { uw’ x>0

i pokazati da, ako je u™ dovoljno blizu u™, onda se resenje moze predstaviti
pomocu tri tipa elementarnih talasa - centralnog razredujuéeg, udarnog i kon-
takinog diskontinuiteta.

Kljuéne reci: sistem zakona odrzanja, slabo resenje, centralni razredujuéi ta-
las, udarni talas, kontaktni diskontinuitet

SUMMARY

Many practical problems in science and engineering involve conserved quan-
tities and lead to PDEs of this class. We will consider a nonlinear hyperbalic
Riemann problem (1) and we will show whenever «™ is sufficiently close to u
Riemann problem (1) can be solved by an elementary wave: a rarefaction, a
shock or a contact discontinuity.
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UuvoD

U ovom radu bi¢e posmatrani hiperboli¢ki sistemi zakona odrZanja i njihova resenja.
Opéti oblik sistema zakona odrzanja dat je sa

ut(mr t) + fx{u(zt t)) =0, (2)

gde promenljiva ¢t > O predstavlja vreme, promenljiva z je prostorna promenljiva,
m-dimenzionalni vektor u je oéuvana veli¢ina, a f(u) predstavlja fluks.
Sistemn (2) moZe se napisati i u kvazilinearnom obliku

u + A(u) ug =0, (3)

gde je A(u) = Df(u) m x m Jakobijeva matrica preslikavanja f u tacki u.

Za glatka reSenja ova dva sistema su ekvivalentna. U suprotnom, ako je u prekidna
funkcija koja ima skok, na levoj strani sistema (3) pojaviée se proizvod prekidne
funkcije A(u) sa distribucionim izvodom u., 3to u opstem slucaju nije dobro defin-
isano. Otuda sistem (3) ima smisla samo za glatka resenja. Sa druge strane, sistem (2)
nam dopusta da posmatramo i neprekidna resenja, interpretirana u distribucionom
smislu. Preciznije, lokalno integrabilna funkcija u = u(t, z) je slabo resenje sistema
(2) ako vazi

[ [+ swoaaza=o, (4)

za svaku diferencijabilnu funkciju sa kompaktnim nosacem ¢ € C..

Za sistem jednaéina zakona odrianja (2) kaZemo da je striktno hiperboli¢an ako
m x m Jakobijeva matrica A(u) = f/(u) ima m realnih i razli¢itih karakteristi¢nih
korena, za koje ¢emo jod pretpo-staviti da vazi Aj(u) < ... < An(u). Odgovarajuce
desne karakteristi¢éne vektore oznaéavaéemo sa r;(u), i = 1,...,m. Ako za i-tu karak-
teristiéno polje A;(u) vazi

DXi(u) - ri(u) #0, (5)
onda kazemo da je ono zaista nelinearno (genuinely nonlinear). S druge strane, ako
Je ’ :
DXi(u) - ri(u) =0, (6)
kazemo da je i-to polje linearno degenerisano (linearly degenerate).

Vrlo éesto se zahteva da redenja polazne jednaéine (2) moraju da zadovoljavaju
unapred zadate pocetne ili graniéne uslovime. Mi éemo posmatrati pocetni ili Kosijev
(Cauchy) problem

ug + Jr(u):: = 0

u(z,0) = wup(z),

(7)

kao i poseban slu¢aj, takozvani Rimanov problem, kod koga je pogetni uslov dat sa
dva konstantna stanja u; i u,, odvojena jednim diskontinuitetom

Ut + f(u):li 0

w , z<0 (8)
u(z,0) {u: 250

]

Il
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Postoji nekoliko razloga za proucavanje sistema zakona odrZzanja. Mnogi praktiéni
problemi u nauci i inZenjerstvu, kod kojih se neka veli¢ina odrzava, opisuju se jednaéi-
nama zakona odrzanja. Od posebne vaZnosti je sisten Ojlerovih jednaé¢ina gasne di-
namike. One se koriste u aerodinamici (npr. problem protoka vazduha oko aviona
ili drugog saobraéajnog sredstva, problem protoka gasa kroz cev). Meteorologija i
vremenska prognoza primenjuju zakone odrZanja iz oblasti dinamike fluida. Sisterni
jednaéina magnetne hidrodinamike nastaju kao model iz oblasti dinamike fluida. Fun-
damentalne jednaéine dinamike fluida su Navier-Stoksove (Navier-Stokes) jednacine,
ali one ukljuéuju i efekte viskoze fluida i rezultirajuéa funkcija fluksa ne zavisi samo
od promenljivih ve¢ i od gradijenta, tako da te jednaéine nisu u formi (2) i nisu hiper-
holiéne.

MATEMATICKI PROBLEMI

Pri resavanju sisterna zakona odrZanja pojavljuju se i izvesni matematiéki prob-
lemi. Osnovni problem kod nelinearnih sistema je u tome sto, ¢ak i u slu¢aju glatkih
poéetnih uslova, resenja Kosijevog problema (7) mogu da budu prekidne funkcije.
Posmatrajmo jedan takav nelinearni m x m sistem jednaéina zakona odrZanja

ug+ f(u)e =0, (9)
gde je u = (uy,ug, ..., Um) i f(u) = (fr(ur,uz,. .., %m), ..., frm(u1,u2,. .., um)).

Neka je u(z, t) po delovima glatko reSenje polaznog sistema, koje ima prekid duz
prave x = ¥(t). Oznaéimo sa

ut = lim u(t,z)

z—y(t)+

desnu i levu graniénu vrednost funkcije u(t,-) u tacki skoka. Za proizvoljno ¢ € C.,
primenjujuéi teoremu o divergenciji na vektorsko polje (u - ¢, f(u) - ¢) u dve poluravni
razdvojene pravom z = v(t) dobijamo

/[Ur@+fwl¢ﬂdwh=—f/ha+Awwﬂ¢Mﬂ+
(10)
+ f ((u"(t) —u™(8)) - 4(t) = (f(u™ () = f(u™(2))) #(¥(t),t) dt

Kako je (10) zadovoljeno za proizvoljnu diferencijabilnu funkciju ¢ sa kompaktnim
nosacem, tada iz

[ [ wu+ 1. dzar =0,

ug + A(u)uz =0

u svim tackama van linije skoka, sledi da duZ ~y(t) mora da vazi

(u™ —u7)y = f(u™) - fu7). (11)
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Vektorske jednaéine (11) su poznate kao Rankin-Igonoovi (Rankine-Hugoniot)
uslovi (ili kraée R-H uslovi) [1].

Drugi matematicki problem je moguéa nejedinstvenost reSenja. Moze se javiti
vise slabih resenja zakona odrzanja za isti po€etni uslov. To je posledica ¢injenice da
se koristi model, gde su neke fizicke osobine ignorisane (viskoznost, disperzija, )
Medutim, u praksi postoji samo jedno valjano resenje, a nekad resenja ni nema .

Sledeéi problem je kako izabrati pravo redenje. U tu svrhu potrebno je nametnuti
neke dodatne uslove na postojeéa slaba reSenja. Postoji vise razligitih prilaza ovom
problemu. Jedna od moguénosti je da se uvede difuzni ¢lan u jednaéinu koja ¢e tada
imati jedinstveno glatko resenje, pa pustiti da koeficijenti difuznog clana teze nuli.
Ovaj metod se naziva metod nestajanja viskoznosti (”vanishing viscosity method™).
Ovakav naéin resavanja nije jednostavan, jer se umesto polaznog proutava mnogo
komplikovaniji sistem. Osim toga, u prvi plan se stavlja mala viskoznost, sto nije
uvek opravdano. Za sisteme jednaéina zakona odrzanja koriste se i takozvani entropi-
jski uslovi. Medutim, kada su gasne jednatine u pitanju, Laks (Lax) je formulisao
uslove koji, pored veoma intuitivnog geometrijskog znagenja, lako mogu biti provereni
u praksi.

RAZREDUJUCE KRIVE I KRIVE UDARNIH TALASA

Fiksirajmo stanje ug € R™ i indeks i € {1,2,...,m}. Neka je ri(u) i-ti karakter-
istieni vektor Jakobijeve matrice A(u) = D f(u). Integralna kriva vektorskog polja r;
kroz tacku ug se naziva razredujuéa kriva (rarefaction curve) kroz tacku ug. Ona se
dobija resavanjem Kogijevog problema

N nw), (0= (12)

Oznacavacemo je sa
s — R;(8)(uo). (13)

Krivu i-tog udarnog talasa (shock curve) u tacki uo dobijamo trazeéi sve tacke u
za koje vaze R-H uslovi (11). Tu krivu éemo oznagavati sa .

5 — S.{S](un) (14)

Taéke te krive imaju oblik
u = ug + ¢ - ri(ug).

To znaéi da su obe krive, R; i S;, tangentne na r; u tacki u.

RIMANOV PROBLEM

Posmatrajmo sada nelinearan Rimanov problem

u”, =<0,
ut, z>0.

wt f(w)e =0,  u(z,0)= { (15)

Resenje Rimanovog problema biée konstruisano pod slede¢im pretpostavkama:
1. sistem jednaéina u problemu (15) je strogo hiperboli¢an sa glatkim koeficijentima,
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2. Vi € {1,2,...,m}, i-to polje karakteristika, A;(u), je ili zaista nelinearno ili je
linearno degenerisano.
[spitajmo sada tri specijalna slucaja.
1. Centralni razredujuéi talasi (Centered Rarefaction Waves - CRW)
Neka je i-to karakteristiéno polje zaista nelinearno i pretpostavimo da u' lezi na
pozitivnoj i-toj razredujucoj krivi kroz u~, odnosno u™ = R;(s)(u™) za neko s > 0.
Tada za svako 6 € [0, 1] definisimo

Xi(0) = N (Ri(0)(u)).

Iz uslova (5) preslikavanje § — A;(8) je strogo rastuca funkcija duz razredujuce krive
Ri(s)(uo). Tada je, za t > 0, funkcija

u”, z <t A(um)
u(z,t) = { Ri(0)(u™), z=t -A(0), 0€]0,3] (16)
ut, x>t N(ut)

je po delovima glatko, slabo resenje Rimanovog problema (15).

Primetimo da je pretpostavka s > 0 kljuéna za ovu konstrukciju. U suprotnom
slu¢aju, za s < 0, funkcija definisana sa (16) bi bila trostruko definisana funkcija u
oblasti gde je £ € [Ai(u™), Ai(u7)).

2. Udarni talasi (Shocks - SW)

Pretpostavimo opet da je i-to polje karakteristika zaista nelinearno, ali da je stanje
u* spojeno i-tim udarnim talasom sa u~, odnosno u™ = Sj(s)(u"). Tada je funkcija

u, z<t-A
u(z,t.):{ u_‘_‘ > £\ (17)

predstavlja deo po deo konstantno resenje Rimanovog problema (15). Ako je s <0
tada je resenje (17) entropijski prihvatljivo u smislu Laksa [4].

3. Kontaktni diskontinuiteti (Contact Discontinuities - CD)

Pretpostavimo sada da je i-to karakteristiéno polje linearno degenerisano i da
stanje u' lezi na i-toj razredujuéoj krivi kroz u~, odnosno, u* = Ri(s)(u”), za
neko s. 1z uslova linearne degenerisanosti sledi da je brzina i-te karakteristike, Ai(u),
konstantna duz ove krive. Birajuéi za A = A(u~), deo po deo glatka funkcija (17)
ponovo daje resenje Rimanovog problema (15).

Za sva tri slucaja parametar s za koji je u* = Ry(s)(u™) ili ut = Si(s)(u™)
zovemo snaga talasa. Sumirajmo sada prethodne rezultate.

Za fiksirano levo stanje u™ i za i € {1,2,...m} definis$imo krivu

o) ={ o) 130 (18)

U specijalnom slucaju kada je u™ = W;(s)(u”) za neko s, resenje Rimanovog
problema je jedan elementarni talas: CRW, SW ili CD.
U opstem sluéaju, resenje Rimanovog problema (15) se moze dobiti odredivanjem




medustanja wo = u”,wy, . .., Wy, = ut takvih da svaki par stanja w;_1, w; moze biti
spojen elementarnim talasom, tj.

wy = 'I'i(s.-)(w.-_ﬂ ) i= 1,2, e, (19)

Postupak (19) se moze uraditi kada je u* dovoljno blizu »~. U tom sluéaju,
teorema o implicitnoj funkciji obezbeduje jedinstvenost i egzistenciju snaga talasa
s1,82,...,8m tako da je

ut = (Un(sp)0...0¥(s1)) (u7). (20)

Resenje sistema (15) se sada dobija ”sastavljanjem” resenja slede¢ih m Rimanovih
problema

i— 1 0
=0, w0 ={ M 750 21)

Na osnovu konstrukeije, svaki problem ima entropijski prihvatljivo resenje, koje se
sastoji iz jednog elementarnog talasa. Preciznije:

Sluéaj 1. Neka je i-to polje karakteristika zaista nelinearno i s; > 0. Tada je
resenje problema (21) jedan centralni CRW. Njegova i-ta brzina karakteristike je u
intervalu [A], Af| definisana sa

A= Ni(wior) , AT = Ai(wi) (22)

Sluéaj 2. Neka je i-to polje kara-kteristika zaista nelinearno i s; < 0 ili neka
je i-to polje karakteristika linearno degenerisano, a s; proizvoljno. Tada je resenje
problema (21) ili SW ili CD, koji putuju brzinom dobijenom iz R-H uslova

A=A = Mi(wi-y, wi) (23)

Resenje opsteg problema (15) moZe biti konstruisano sastavljanjem reSenja m
pomoénih Rimanovih problema (21), i € {1,2,...,m}. Zbog stroge hiperboli¢nosti
i neprekidnosti, mozemo pretpo-staviti da su intervali [A;", A]] disjunktni, drugim
re¢ima da vaii

M SAT <A €A <..<AL <AL

Otuda, deo po deo glatko redenje u : R x [0, 4+00) — R™ je dobro definisano sa:

u- =wp ,%e(—OO,Ai-)
Ri(0)(wi-1) % = MRi(8)(wi-1)) € A7, AT

Wi € [\ A5)

ut = wy, € AL, +00).

u(z, t) = (24)

e |Hee g e

Napomena: Ovaj rad je uraden u okviru projekta broj 1835 po nazivom ”Metode
funkcionalne analize, ODJ i PDJ sa singularitetima”, koji finansira Ministarstvo za
nauku i tehnologiju Republike Srbije u periodu od tri godine (2002. do 2004. godine).
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