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SAZETAK

U radu su predstavljeni matematicki modeli koji reSavaju lokacijski problem na
putnoj mrezi sa 59 naselja (¢vorova). Cilj je da se odredi lokacija remontnih centara, a da se
minimizuje tezinsko rastojanje izmedu potencijalnih klijenata i centara. Uporedeno je
celobrojno reSenje sa reSenjem kada nema takvog zahteva i to u slede¢im slucajevima: a)
svi klijenti moraju biti potpuno usluzeni; b) remontni kapaciteti ne smeju biti premaseni; c)
svaki remontni centar mora da radi sa bar 75% kapaciteta; d) dozvoljeno je da klijenti iz
istog naselja budu usluzeni u razli¢itim remontim centrima. Pretpostavljeno je da su svi
remontni centri opremljeni istom opremom i da su poznate potrebe klijenata za servisom.
Celobrojno resenje je uvek davalo vecu vrednost funkcije cilja. Za 50 proizvoljnih izbora
14 remontnih centara na mrezi od 59 naselja, vrednost prosec¢ne funkcije cilja je vise od dva
puta bila veca od vrednosti funkcije cilja pri optimalnom resenju.

Kljuéne reéi: linearno programiranje, lokacijski problem, operaciona istrazivanja u
poljoprivredi

1. UVOD

U poslednjih deset godina, brojni radovi su napisani na temu lokacijskih problema
na putnoj mrezi sa n ¢vorova. Na primer, m-median problem se koristi za odredivanje
najbolje lokacije za ograniceni broj (m<n): hitnih medicinskih sluzbi (Ruslim and Ghani,
2006), posti (Janicijevié, 1998), senzora na transportnoj mrezi (Yates et al, 2011), itd. Jedan
od ciljeva ovog rada je da se odrede lokacije za izgradnju remontnih centara, ali i da se
odredi raspored odlazaka klijenata do remontnih centara. Ovo ¢e biti postignuto
minimizacijom cene tezinskih transporta.

Kod problema odredivanja lokacije remontnih centara uobicajeno je pretpostaviti da
su svi klijenti u potpunosti usluzeni i to su da svi klijenti iz istog ¢vora (naselja) usluzeni od
strane istog remontnog centra. U ovom radu, svi klijenti ¢e biti usluzeni, ali klijenti iz istog
¢vora ne moraju da budu usluZeni od strane istog remontnog centra. Zbog toga, parcijalno
servisiranje ¢e biti dozvoljeno. Time ¢e se i broj celobrojnih promenljivih smanjiti sa n” na
n, §to ¢e smanjiti vreme koje je potrebno da se dode do resenja.

Klasi¢ni m-median problem je NP-slozen (Kariv and Hakimi, 1979) i zbog toga je
optimalno resenje, posebno za probleme sa velikim brojem cvorova, tesko dobiti. To je
razlog za uvodenje velikog broja heurisitka (“annealing” metaheurisitika na primer),
razvijenih u (Kirkpatrick et al, 1983; Levanova and Loresh, 2004; Al-Khedhairu, 2008).
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Druga moguénost je da se takvi problemi mogu resavati u nekoliko koraka kao S$to je
opisano u Miloshev (2008).

U ovom radu ¢e biti prezentovano oprimalno reSenje dobijeno pod novim realnim
ograni¢enjima i bi¢e uporedeno sa reSenjem dobijenim pomocu klasi€énog m-median
problema. Da bi se minimizovala cena transporta, potrebno je odrediti rastojanja izmedu
naselja. U ovom radu su ta rastojanja (drumska) realna (tabela 1).

Tab. 1. Cvorovi i, nazivi naselja u &voru i, i=1,2,...,59. Prose¢an potreban broj
radnih casova u jednom mesecu za svako naselje dat je u zagradama

Tab. 1. Nodes i, name of settlement at node i, i=1,2,...,59. Required number of
working hours on monthly average base for each settlement is given in the brackets

1. Backo Novo Selo (1633,2)  21. Novi Sad (3411,8) 41. Turija (2563,7)

2. Plavna (2443,6) 22. Backi Petrovac (2955,9)  42. Nadalj (1882,4)

3. Bodani (2538,8) 23. Magli¢ (1434,6) 43. Radici¢ (1211,7)

4. Vajska (3771,3) 24. Kulpin (1943,0) 44. Becej (8078,0)

5. Bac (4579,6) 25. Pivnice (2715,4) 45. Backo Petrovo Selo (4711,7)
6. Mladenovo (3291,0) 26. Despotovo (2049,1) 46. Backo Gradiste (3196,2)
7. Karadordevo (2430,9)  27. Savino Selo (1839,1) 47. Curug (5337,8)

8. Backa Palanka (4453,5)  28. Ravno Selo (2648,9) 48. Gospodinci (2511,1)

9. Obrovac (1623,4) 29. Kucura (2697,3) 49. Zabalj (5206,7)

10. Tovarisevo (2579,5)  30. Rumenka (1525,6) 50. Ka¢ (3351,8)

11. Selenca (1697,7) 31. Kisaé (1590,2) 51. Budisava (890,5)

12. Parage (1159,1) 32. Stepanovicevo (2317,4)  52. Kovilj (4407,9)

13. Silbas (2115,1) 33. Zmajevo (2721,6) 53. Sajkas (1972,6)

14. Gajdobra (1857,0) 34. Backo Dobro Polje (2103,4)  54. MoSorin (3095,1)

15. Nova Gajdobra (1040,0)  35. Vrbas (4321,6) 55. Vilovo (1441,2)

16. Celarevo (1751,2) 36. Srbobran (6934,5) 56. Gardinovci (1705,5)

17. Glozan (1626,8) 37. Sirig (1470,1) 57. Lok (1557,3)

18. Begec (2169,8) 38. Cenej (3740,2) 58. Titel (3118,2)

19. Futog (3643,3) 39. Backi Jarak (1111,4) 59. burdevo (3477,5)

20. Veternik (1118,7) 40. Temerin (4560,9)

U realnim uslovima, brojni faktori uticu na odluku o tome gde je najbolja lokacija za
izgradnju remontnog centra (postojanje odgovarajuce infrastrukture, puteva, lokalnih
propisa, mogucnost zapoSljavanja) $to ¢ini ovakav problem veoma kompleksnim za
reSavanje (Varnakov et al, 2001).

Osnovni ciljevi ovog rada su: formiranje lokacijskog problema remontnih centara sa
podjenakim kapacitetima; odredivanje najbolje pozicije za formiranje remontnog centra da
bi se minimizovala tezinska duzina predenih kilometara od strane klijenata koji se nalaze u
59 naselja; poredenje reSenja dobijenog primenom celobrojnog programiranja i kada se
celobrojnost ne zahteva. Osnovni prilaz ovakvom problemu je odredivanje optimalnog
reSenja koris¢enjem klasicnog m-median pristupa (ReVelle and Swain, 1970).
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2. MATERIJAL I METOD

2.1. Klasi¢ni m-median problem
Neka je I={1,2,...,n} skup n naselja (¢vorova) na mrezi. Promenljive definiSemo na
slede¢i nacin:

2%}

{ 0, naseljeiz ¢vora i nije dodeljeno naselju iz ¢vc
X =
ij

1, naseljeiz ¢vorai je dodeljeno naselju iz ¢vo

Re¢ dodeljeno treba shvatiti u smislu da li klijenti iz naselja i treba da koriste
remontni centar smesten u ¢voru j. Koeficijent p; oznacava populaciju i-tog naselja, dok dj;
oznacava najkrace rastojanje izmedu naselja i i j. Funkcija cilja (1) minimizira sumu
tezinskih razdaljina uz ogranicenja (2-5) a time i cenu tezinskog transporta.

minizn:pi ~a’l.j "X (1)

i=1 j=1
X;2X;,0jel,i#] ()
le.j =l,iel (3)
j=1
Qx,=m @
j=1
X; € {0,1}, ijel 5)

Ogranicenja data u (2) zahtevaju da ako je i-to naselje dodeljeno j-tom naselju, tada
Jj-to naselje mora biti dodeljeno samom sebi. Dakle, ako je x;=1, tada i mora vaZiti i x;=1.
Ogranicenje (3) zahteva da svako naselje u ¢voru i bude dodeljeno ta¢no jednom naselju u
¢voru j, dok (4) fiksira broj remontnih centara na m. Konacno, (5) odreduje tip promenljivih
(u ovom slucaju su celobrojne).

Broj remontnih centara odreduje se na slede¢i nacin. Pretpostavimo da je M ukupna
cena investicije, a da je b ukupna cena konstrukcije remontnog centra (ista za sve centre) i
da je ¢ prosecna cena usluge centra po pojedinom Zitelju (ista za sve centre). Tada je broj

remontnih centara jednak
i=1 ’

gde je ’_x—| najmanji ceo broj veéi od x.

Primetimo da pretpostavka o fiksnoj ceni konstrukcije implicira da svaki remontni
centar ima isto optere¢enje (kapacitet). Formulisani klasi¢ni m-median problem (1-5) ne
moze biti primenjen na problem kada se zahteva da svi remontni centri rade sa istim
kapacitetima. U primeru 4.1, reSenje se sastoji od remontnog centra koji je tri puta vise
opterecen od remontnog centra sa najmanje opterec¢enja. Ovaj problem bi se mogao restiti
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tako §to bi se za b uzela prosecna cena izgradnje remontnog centra, ako bismo hteli da
imamo remontne centre sa razliCitim kapacitetima. Medutim, ipak je jeftinije je da se
izgrade remontni centri na osnovu jednog projekta. Cilj ovog rada je da se modifikuje m-
median problem tako da se optimalno reSenje sastoji od remontnih centara koji su izgradeni
na osnovu istog projekta. To bi dalje impliciralo da remontni centri imaju istu opterecenost
(odnosno isti broj radnih ¢asova) koja ¢e biti obelezena sa ¢. Ako je p; ukupno vreme

potrebno da se poprave masine iz naselja u ¢voru i, tada je ukupan broj radnih sati Z" P
i

zbog toga je minimalni broj remontnih centara koji moze da zadovolji potrebe za

popravkom masina
1 n
m = ;Zpi
i=1

gde je !_x—| najmanji ceo broj ve¢i od x.

>

2.2. Modifikovani m-median problem sa remontnim centrima istog kapaciteta

U poredenju sa klasiénim pristupom, dva nova ogranicenja su dodata. Prvo
ogranic¢enje zahteva da remontni centar mora pruzati uslugu bar r - ¢ radnih sati (6), ali ne
viSe od ¢ radnih sati (7), gde je 0<r<1 (u ovom radu bi¢e uzeto da je =0,75).

retx; <Y X, p,jel (6)

i=1

le.j-piﬁt‘xjj,jel (7
i=1

Prethodna dva ogranienja su sasvim prirodna, jer funkcija cilja tezi da smanji
tezinsko rastojanje izmedu remontnih centara i klijenata, pa se moze dogoditi da neki
remontni centar bude prebukiran potrebama za remontnom masina (ako se ne zahteva da
vazi (7)). Jedan od efekata ovih ograni¢enja kapaciteta remontnih centara je da problem (1-
7) mozda nece imati reSenje, odnosno da ogranicenje (6) ili (7) nece biti zadovoljeno.

Ne zahtevati da promenljive budu celobrojne ima jo$ jednu prednost. Minimum
(maksimum) funkcije cilja dobijen bez tog zahteva jednak je ili manji (veéi) od vrednosti
funnkcije cilja dobijene koriS¢enjem celobrojnog programiranja. Ako se celobrojnim
programiranjem dode do optimalnog reSenja, onda se do njega dolazi bez zahteva za
celobrojnoscu. Suprotno ne mora da vazi (Dedovic et al, 2014).

Parcijalno servisiranje bi¢e omoguéeno ako se definiSu promenljive na nacin koji je
datu (5").

0, klijenti iz ¢vora i se ne servisiraju u ¢voru j L
x[j: .. N . . . . li]’lajel'
p, Klijenti iz ¢vora i se servisiraju u évoru j, p € (0,1]
. § 3 . (5)
0, u j—tom ¢voru nije remontni centar -
X = . y . . jel
7 I, uj—tom &voru jeste remontni centar
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Primetimo da, kod klasicnog ReVelle-Swain's pristupa, svih n’ promenljivih u (5) je
celobrojno, dok u (5') ima ih samo n (x; j=1,2,...,n). Ostale promenljive x;, su realni
brojevi, koji predstavljaju procenat klijenata iz naselja i koji se servisiraju u naselju ;.

4. REZULTATI I DISKUSIJA

Testiranje formiranih matemati¢kih modela izvr§eno je na realnoj putnoj mrezi u
Vojvodini, sa 59 ¢vorova (naselja). Osnovni ciljevi su da se odrede naselja u kojima bi bilo
najbolje izgraditi remontne centre i da se odrede koji klijenti koriste odredene remontne
centre. Jo$ jedan cilj je bio da se uporede vremena dobijanja reSenja za razliite
matemati¢ke modele. U tu svrhu kori$¢en je softverski paket Mathematica (Wolfram,
2011). Kod jednog modela zahtevana je celobrojnost promenljivih, a kod Ccetiri nije.
Funkcija cilja (1) je ista za svih pet modela. Svi modeli testirani su na personalnom
racunaru sa 1.24 GB RAM i procesorom brzine 1.5 GHz. U veéini primera, reSenje istog
problema je deset puta racunato i najbolje CPU (central processing unit) vreme (Z.,) je
prikazano.

Neka je p; prosecan mesecni broj radnih ¢asova remontnog centra lociranom u ¢voru
(naselju) i (tabela 1, brojevi u zagradama). Broj radnih ¢asova je odreden na osnovu setvene
strukture za posmatrani region. Pretpostavljeno je da su svi remontni centri istog tipa, da
zaposljavaju 67 radnika i da imaju 145591 radnih ¢asova godisnje (12132 radna sata na
mesecnom nivou). Ovakav tip remontnog centra je detaljno opisan u disertaciji Tomic
(2007).

Sl. 1. Mreza sa 59 naselja (¢vorova), puteva i rastojanja (km)
u Juznobackom okrugu, pokrajina Vojvodina, Srbija
Fig. 1. Network with 59 settlements (nodes), roads (vertices) and
its distances (km) at South Backa district, province Vojvodina, Serbia
(Longitude: 19°-20°15' E, Latitude: 45°15'-45°40' N).
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Problem odredivanja optimalne lokacije remontnih centara posmatran je nad
zapadnim delom Juznobackog okruga u Vojvodini (slika 1). U tom delu Vojvodine postoji
putna mreza koja ukljucuje 59 naselja sa 350000 ha obradive zemlje.

Neka je I skup svih ¢vorova na posmatranoj mrezi (59 c¢vorova, slika 1), J skup
¢vorova u kojima se nalaze remontni centri i /;, jeJ, skup svih ¢vorova koji koriste usluge
remontnog centra lociranom u j-tom ¢voru. U primeru 4.1, funkcija cilja za model (1-5) je
obelezena sa F.

Primer 4.1. ReSavan je problem (1-5) Cije reSenje (tabela 2, slika 2) sadrzi 14
remontnih centara. Identi¢no resenje se dobija reSavanjem problema (1-4,5").
Tab. 2. ReSenje problema (1-5) na mrezi od n=59 ¢&vorova (slika 1), pozicija
remontnih centara (J), klijenti i iskoriS¢enost kapaciteta remontnih centara (u zagradama)
Tab. 2. Solution of the model (1-5) applied of the network with n=59 nodes (Fig. 1),
position of overhaul facilities, clients and capacity usage (in the brackets)
n=>59, m=14,nodes: I = {1,2,...,59}, model: (1-5)

o.f.; CPU time F=1842436,3; & =1.75s

J 3,5,8,19, 22,29, 33, 36, 39, 44, 47, 49, 51, 57

I; (85.6) 1,2,3,4 L6 (93.8)  36,41,42
I5(100.1) 5,6,10,11 L (117.8) 21,37, 38, 39, 40
I5 (108.4) 7,8,9, 14, 15, 16 I (141.8) 43,44, 45, 46
L5 (69.7) 18, 19, 20, 30 I (44.0) 47

L, (92.6) 12,13,17,22,23,24 1,4(92.2) 48,49, 59

D (112.3) 25,26, 27,29, 35 Is; (113.1) 50, 51, 52, 53, 54
135 (93.8) 28,31, 32, 33,34 157 (64.5) 55,56,57,58

Mozemo zakljuciti da remontni centar lociran u ¢voru 47 radi samo sa 44%
kapaciteta, dok remontni centar iz ¢vora 44, radi sa 141,8% svojih kapaciteta.
- £ @ Q‘
i :'
141.8%

108.4%

Sl1. 2. Optimalno resenje modela (1-5) i (1-4,5")
Fig. 2. Optimal solution of models (1-5) and (1-4,5")
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Da bi remontni centri radili efikasnije i bez prekovremenog rada, prirodno je uvesti
ogranic¢enje na broj radnih ¢asova, odnosno ogranicenje kapaciteta remontnog centra (6,7).
Pomocu ova dva ogranicenja dobija se uniformnije iskori$¢avanje svih remontnih centara.

Medutim na mrezi sa 59 ¢vorova, zbog slozenosti problema, nije bilo moguce
odrediti lokacije remontnih centara zahtevaju¢i da promenljive budu celobrojne i da budu
zadovoljena ograni¢enja kapaciteta remontnih centara (model (1-7)). Zbog toga je bilo
potrebno uvesti parcijalno servisiranje, odnosno, bilo je potrebno dopustiti promenljivama
da budu realni brojevi kao $to je uradeno u primeru 4.2, gde je koriséeno da je »=0,75 pa je
time ograniceno koris¢enje kapaciteta remontnog centra izmedu 75 i 100%.

Primer 4.2. Optimalna reSenja posmatranih problema (modela) na putnoj mreZzi sa
59 ¢vorova data su u tabeli 3 i slici 3 (samo reSenje problema (1-4,5,6,7)). Tabela 3 sadrzi i
pozicije remontnih centara u slucajevima kada nisu i kada jesu trazeni uslovi za
ograni¢enost kapaciteta remontnih centara.

Tab. 3. ReSenje posmatranih problema sa parcijalnim servisiranjem

primenjeno na mrezu sa n = 59 ¢vorova.

Tab.3. Solutions to the observed problems with partial servicing

applied on the network with n = 59 nodes.

Model Overhaul facilities Objective f. Runtime (s)

(1-4,5%) 3,5,8,19,22,29,33,36,39,44,47,49,51,57 Z=1842436,3 ¢~ =0.59

run

(1-4,5,6) 3,5,8,13,19,29,33,36,40,44,46,49,51,57 76 =892968,3 %6 =13.8

run

(1-4,5°,7) 3,5,8,19,22,29,33,36,39,44,47,49,51,57 Z7=859166,5 -] =1.03

run

(1-4,5°,6,7)  3,5,8,13,19,29,33,36,39,44,46,49,51,57 Z*=898092,1 r* =441

run

Resenja problema (1-4,5',6) i (1-4,5',7) nece biti detaljno prikazana. ReSenje
problema (1-4,5',7) daje da remontni centri 5, 8, 29, 39, 44, 51 rade sa preko 100%
kapaciteta kada se ne trazi da ogranienje (6) bude zadovoljeno, dok reSenje problema (1-
4,5',6) sadrzi remontni centar smesten u ¢votu 57 koji radi sa 64,6% kapaciteta. U modelu
(1-4,5") ograni¢enja (6) i (7) nisu zadovoljena kod remontnih centara smeStenih u
¢vorovima 5, 8, 29, 39, 44, 51119, 47, 57, redom.
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S1. 3. Optimalno resenje problema (1-4,5',6,7). Remontni centri su oznaceni crvenom bojom. Klijenti iz ¢vorova u
sivoj zoni su servisirani od strane remontnog centra u toj zoni. Iskori$¢enost kapaciteta remontnih centara je
zapisana pored odgovarajuéeg ¢vora. Brojevi koji stoje uz ¢vorove u kojima nisu smesteni remontni centri
predstavljaju procenat (>50%) klijenata koji su servisirani od strane odgovaraju¢eg remontnog centra.

Fig. 3. Optimal solution to the considered facility location problem (1-4,5',6,7). Overhaul facilities are marked by
red color. Nodes from blue area are serviced by overhaul facility in that area. Capacity usage numbers are
marked near each overhaul facility. Numbers marked near nodes which are not overhaul facility, represent
percentage (>50%) of the clients serviced by corresponding overhaul facility. The rest of the clients from the same
node are serviced by overhaul facility from neighboring blue area.

Na osnovu reSenja predstavljenog na slici 3 (tabela 3, poslednja vrsta), najduzi
transport masine do remontnog centra nece biti ve¢i od 19 km u jednom smeru. Trenutna
situacija je da najduzi transport iznosi 84 km. Da bi slika 3 bila jasnija, primetimo je 99,5%
klijenata iz ¢vora 6 servisirani od strane remontnog centra u ¢voru 5, a da je ostatak
klijenata servisiran u remontnom centru lociranom u ¢voru 8. Klijenti locirani u ¢vorovima
17,24, 31, 37, 42, 45, 50 1 58 su takode servisirane od strane dva remontna centra. Kao Sto
je bilo i ocekivano, najveca vrednost funkcije cilja dobijena je za model (1-4,5',6,7), a
najmanja za model (1-4,5"). Brzina odredivanja reSenja je najmanja za model (1-4,5"), §to je
i prirodno, jer ima manji broj ogranicenja da se zadovolje. Medutim, vreme resavanje
modela (1-4,5',6,7) je manje od vremena reSavanja problema (1-4,5°,6) iako je broj
ogranicenja vec¢i. To se moZe objasniti time $to je domen pretrazivanja u (1-4,5°,6) ve¢éi, pa
duze traje njegovo pretrazivanje i nalaZenje optimalnog rasporeda centara i njihovih
klijenata.

5. ZAKLJUCAK

Vrednost funkcije cilja dobijene celobrojnim programiranjem je veca ili jednaka
vrednosti funkcije cilja dobijene kada se ne zahteva celobrojnost promenljivih (tada je i
brzina reSavanja problema manja). Za 50 proizvoljnih izbora 14 remontnih centara na mrezi
od 59 naselja, vrednost proseéne funkcije cilja je vise od dva puta veéa od vrednosti
funkcije cilja pri optimalnom resenju.
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SUMMARY

This study introduces the mathematical models that solve the real location problems
on transportation network with 59 nodes. The aim is to determine the number and locations
of overhaul facilities and to minimize the weighted distance between potential clients and
overhaul facilities. The solutions obtained by applying the integer and mixed-integer
programming are mutually compared on the transportation networks combining the
following requirements: a) all clients need to be fully serviced; b) the capacity of overhaul
facilities must not be exceeded; c) each overhaul facility must provide at least minimum
working capacity (75%); d) partial servicing is allowed (clients from the same node can be
serviced by more than one overhaul facility). It is assumed that all overhaul facilities have
the same equipment and that needs for servicing are known. Mixed-integer programming
always provided solutions to the problems in a reasonable time which was much smaller in
comparison to integer programming. After 50 random selections of 14 overhaul facilities,
the average objective function was more than two times higher than the objective function
from the optimal solution.

Key words: location problem, mixed programming, OR in agriculture
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