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1. UVOD

Zadatak regresione analize je da na osnovu
eksperimentalnih tacaka pronade odgovarajucu
analitiCku zavisnost zavisno promenljive od
analiziranih  uticajnih  parametara Cija je
signifikantnost dokazana.  Kada je u pitanju
zavisnost od jednog ili dva uticajna parametra
regresiona zavisnost se moze prikazati u ravanskom
ili prostornom koordinatnom sistemu krivom
linijom odnosno krivom povr§inom. Medutim, kada
je u pitanju cetvorodimenzionalni problem dobijene
zavisnosti nije moguée prikazati  graficki
standardnim dijagramima. S obzirom da graficki
prikaz mnogo viSe govori o posmatranoj pojavi
nego tabele i analiticke zavisnosti to su u nastavku
prikazane moguénosti grafickog predstavljanja
¢etvorodimenzionalnih problema kategorizovanim
dijagramima i prostornim trougaonim dijagramima

(ternary graph).

2. KATEGORIZOVANI 3D DIJAGRAMI

Prostorno predstavljanje zavisnosti posmatrane
pojave od tri nezavisno promenljive je moguce
ukoliko se izvr$i kategorizacija eksperimentalnih
podataka. Ukoliko je npr. za plan eksperimenata
usvojen Taguchi-jev plan eksperimenata zasnovan
na ortogonalnoj matrici Lg (2”) koja zahteva 8
eksperimenata za analizu uticaja 7 faktora od kojih

svaki moze biti na dva nivoa tj. niZi nivo kodiran sa
"0" (kada nema uticaja posmatranog faktora) i visi
nivo kodiran sa "1" (kada postoji uticaj
posmatranog faktora) i ukoliko se dokaze da su tri
od sedam faktora (npr. X;, X>1Xj;) signifikantna to
je podatke moguce podeliti u dve grupe npr. "grupu
I" u kojoj je X;=0 i "grupu II" u kojoj je X;=1. Za
ovako prilagodene podatke je moguce nacrtati dva
prostorna dijagrama:
¢ dijagram 1:
T=Yoo=fnX) e g
¢ dijagram 2:
YZ_YX,:I_f(XZ’XS)’ za X,=1 )
Kako postoji samo 8 podataka (iz 8 eksperimenata)
to se podaci dele u dve grupe od po 4 podatka
(tabela 1 1 slika 1). Za formiranje analiticke
zavisnosti (1) i (2) su sada na raspolaganju samo po
4 podatka odnosno, po 4 eksperimentalne tacke $to
je malo za nelinearnu zavisnost. U ovom slucaju je
moguce dobiti analiti¢ke izraze za funkcije (1) 1 (2)
samo u obliku visestruke linearne regresije.
Pretpostavljene jednaCine viSestruke regresije
imaju oblik:
Y=a+bX,+b,X, 3)

IzraCunate vrednosti koeficijenata za funkciju
(3) su prikazane u tabeli 2.
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Tabela 1. Eksperimentalne vrednosti podeljene u grupe 1 0 0 67
X1 X2 X3 Y Grupa II 1 0 1 46
0 0 0 96 Xi=1 1 1 0 48
Grupa I 0 0 1 66 1 1 1 42
X;1=0 0 1 0 79
0 1 1 58

®1:0

X1

Slika 1. Polozaj eksperimentalnih tacaka u prostoru

Tabela 2. Vrednosti koeficijenata viSestruke linearne regresije

X[ =0 X] =1
. Vrednost . Vrednost
Koeficijent koeficijenta Koeficijent koeficijenta
a 93.75 a 63.25
b; -12.5 b; -11.5
b, -25.5 b, -13.5

Empirijske jednacine glase:

Y, =93.75-12.5% X, —25.5% X,

“
&)

Za linearne modele visestruke regresije date
jedna¢inama (4) i (5) su izraCunati kvadrati
odstupanja empirijskih tataka od jednaéine
regresije i dobijena je vrednost zbira kvadrata
odstupanja SK=76.5 (tabela 3). Kako je apsolutna
vrednost najveéeg odstupanja €,,=3.75 manja od
3*E=9.28 to se na osnovu pravila #ri sigma moze
smatrati da je pretpostavljena funkcionalna
zavisnost dobra.

Trodimenzionalni dijagrami kategorizovani po
X; tj. graficki prikaz zavisnosti (4) i (5) su dati

Y, =63.25-11.5*X, -13.5* X,

na slici 2. Ovi prikazi su veoma informativni u
pogledu  razjasnjenja  uticaja  posmatranih
parametara. Sa slike se uocava da sa porastom
vrednosti parametra X, vrednost posmatrane

funkcije ¥ opada. Isti trend uticaja ali sa znatno
jaCim intenzitetom ima parametar X; . Uticaj
parametra X; se moze sagledati uporedenjem levog
i desnog dijagrama na slici 2. Kada ne deluje
parametar X; (X; =0) uticaj parametara X i X; je
predstavljen prostornom ravni na levoj strani, dok
se pod uticajem dejstva parametra X; (X; =1)
prostorna ravan spusta (dijagram desno) pri cemu
se menja 1 nagib ravni u oba pravca, Sto znaci da
parametar X; utiCe i na efekte dejstva parametara X,
1X;.
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Tabela 3. Proracun zbira kvadrata odstupanja za regresionu liniju

X1 X2 X3 Y, Y, 6 g
0 0 0 96 93.75 2.25 5.0625
0 0 1 66 68.25 -2.25 5.0625
0 1 0 79 81.25 -2.25 5.0625
0 1 1 58 55.75 2.25 5.0625
1 0 0 67 63.25 3.75 14.0625
1 0 1 46 49.75 -3.75 14.0625
1 1 0 48 51.75 -3.75 14.0625
1 1 1 42 38.25 3.75 14.0625
Zbir kvadrata odstupanja 76.5
Srednje kvadratno odstupanje E = 3.092329
3*E = 9.276988

Kako trodimenzionalni dijagrami nisu pogodni
za taCnije oCitavanje vrednosti funkcije to je na slici
3 prikazan konturni povrSinski dijagram takode
kategorizovan po X; . Uz ovaj dijagram je data i
legenda pri ¢emu svaka boja nosi odredenu
vrednost posmatrane zavisne promenljive, dok se
vrednosti nezavisnih promenljivih X, 1 X; mogu
ocitati na horizontalnoj i vertikalnoj osi.

Na isti nacin se mogu dobiti i trodimenzionalni
dijagrami kategorizovani po X, 1 X; i odgovarajuci
konturni povrsinski (2D) dijagrami.

3. TERNARY GRAPH

Za prikazivanje trodimenzionalne zavisnosti 4
promenljive, na raspolaganju stoji 1 trougaoni

dijagram (Ternary Graph) koji ¢e biti objasnjen u
nastavku.

Na slici 4 je prikazan prostorni raspored
eksperimentalnih ta¢aka u koordinatnom sistemu
X1 XX,

Ako iz postojeéeg eksperimentalnog plana koji
sadrzi 8 tacaka odbacimo prvi eksperiment (X;=0,
X,=0, X3=0) i ako vrednosti uticajnih parametara
posmatramo kao proporcije, onda preostalih 7
kombinacija od po tri komponente treba formirati
tako da svaka kombinacija daje broj 1 (tabela 4).

Unosenjem ovih podataka u 3D dijagram postaje
ocigledno da sve tacke leze u istoj ravni ¢iji presek
sa koordinatnim sistemom daje prostorni trougao
(slika 5.).

¥10Z=93.75+12 5%+25 5%
H101 Z=63.25+11 5%+ 13.8%

I 41.032
I 47064
I 53.095
[ 558127
165189
17119
3 77223
Il 53.255
Il 55.286
Il 95318
Il =bove

Slika 2. 3D kategorizovani dijagram
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Slika 4. Raspored eksperimentalnih tacka u prostoru

X3

X1 0Z=93.75+12 5%+25 5%
K1 1Z=63.25+11.5%+13.5%

0.6 0.6

0.4 0.4
0z 0z

oo oo

0 ISR )7 —
.02 00 02 04 OB OB 10 12 02 00 02 04 06 08 10 12

1.0 X1
X2

Il 41.032
B 47 .064
B 53.095
[ 59.127
[ 65.189
17119
B 77.223
Il c53.259
Il 59.286
Il 95318
Bl =hove

Slika 3. Kategorizovani konturni povrsnski dijagram

Tabela 4. Transformacija podataka za trougaoni dijagram

Fksperi-| ) x2 X3 .
ment Eksperi- ¥ ¥ ¥3

1 0 0 0 ment
2 0 0 1 2 0 0 1
3 0 1 0 3 0 1 0
4 0 1 1 4 0 1 1
5 1 0 0 5 1 0 0
6 1 0 1 6 0.5 0 0.5
7 1 1 0 7 0.5 0.5 0
8 1 1 1 8 0.333 0.333 0.333

=

Slika 5. Prostorni raspored transformisanih
eksperimentalnih tacaka
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Kombinacija u kojoj postoji dejstvo samo
jednog parametra npr. X;=0, X,=0, X;=1
(eksperiment u kome parametar X5 deluje 100% a
nema dejstva ostalih parametara) se nalazi u
preseku prostornog trougla i Z-ose. Posmatrano u
ravni trougla X;X,X; uticaj ovog parametra opada
idu¢i duz visine trougla povucene iz tacke X3, kao i
duz stranica koje polaze iz ove tacke (slika 6.) tako
da je vrednost parametra X;=0 duz cele stranice X;
X,. Na sredini stranica X; X3 1 X, X3 ova vrednost
je X5=0.5 (ili 50%).

Ukoliko se na trougao X;X,X; doda Cetvrta
dimenzija tako da bude upravna na trougao, onda

(0.5,0,0.5)

Skala za komponentu X;

(1,0.0)

Xa

se mogu ucrtati vrednosti zavisno promenljive ili

trodimenzionalna povrsina koja predstavlja
pretpostavljenu  funkciju  zavisnosti  zavisne
promenljive.

Vrednost zavisne promenljive u ovakvom
trodimenzionalnom prikazu je predstavljena
rastojanjem taCaka pretpostavljene prostorne
povrsine od povrSine trougla ili se moze ocitati na
konturnom dijagramu (slika 7.) gde konture
predstavljaju visinsko rastojanje prostorne funkcije
od 2D trougla.

(0,0,1)

Skala za komponentu X;

(0,0.5,0.5)

Skala za komponentu X,

Xy

(0,1,0)

(0.5,0.5,0) X:

Slika 6. Prostorni trougao sa pripadaju¢im eksperimentalnim tackama

X4

0.25

0.229 0.50
4.457
8.686
2.915
7.143
1.372
5.601
9.829
4.058
8.286
bove

0.75

({1 IRl | |
PRNNNOD DN K

j)

0.25
X1

X3

0.75

0.50

0.25

0.50 0.75

X2

Slika 7. Trougaoni 3D dijagram (Ternary graph) i konturni 2D dijagram
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4. DEFINISANJE REGRESIONOG
MODELA

Teorijski regresioni model za napred navedeni
primer se moze pretpostaviti u obliku viSestruke
kvazilinearne regresije:

Yﬁ'=b1X1 +b2X2 +b3X3+

4.1. Odredivanje koeficijenata regresije

Nepoznate vrednosti koeficijenata viSestruke
regresije se odreduju na osnovu metoda najmanjih
kvadrata [3], [4], [5], [6], tj. iz uslova da zbir
kvadrata gresaka:

(6)
+b1 X1 X2 +b13 X1 X3+b3X5X3
N 2 N ~ 9
§=8(by,by,b3,b12,b13.b23)= Y&i = X(Y;—Y;)" =
i=1 i=1

5 (7)

N
Y[V = (b X +by X5 +b3X3+b1pX X7 +b13X X35 +b23X2X3 )]

i=1
bude minimalan.

Funkcija 8= 8510205 b1, by b)) ¢e imati
minimum samo za one vrednosti promenljivih

by,by,by,byy by i b

izvodi jednaki nuli:

0S(b,,b,,b;,b,,,b,;,b,;)

23 za koje su njeni parcijalni

=0
ob,

38 (by bbby by
ob,

a‘S(bl’b29b3’b12’b13’b23)

=0
ob,
aS(bl’bZ’b3’b12’b13’b23) — O
ob,, (®)
aS(bl’b27b3>7[)127b13’b23) :O
ob,,
aS(bl7b2’b3’b12’bl37b23) — 0
b,

odakle se dobija sistem jednacina:

N
ZZ[K _(bIXI +bJX_7 +ij3 +b12XIXJ +b13X1X3 +b23X2X3)i] (_XI)/ =0

i=1

N
Y, = (b, X, +b,X, +b,X, +b,X, X, +b, X X, +b,X,X,)] (-X,),=0

i=1

N
ZZ[YI _(le1 +b2X_7 +b3X3 +b12X1X2 +b13X1X3 +bZ3XZX3)!] (_Xj): =0

i=1

N
Y, = (b, X, +b,X, +b,X, +b,X X, +b, X, X, +b,X,X,)] (-X,X,),=0

i=1

&)

N
ZZ[YI _(le[ +bzXz +b3X3 +b1zX1Xz +b13X1X3 +bZ3XZX3)i] (_XIXJ)I' =0

i=1

N
2Z[Yz —(bX, +b,X, +b,X, +b,X X, +b,X X, +b23X2X3),] (-X,X;),=0

i=1

Sistem Jednacma (9) se moze svesti na sistem od Sest homogenlh linearnih Jednacma sa Sest nepoznatih:
b ZXZ +b ZXX +b ZX X, +buZX X, +b132X X, +b232X X, X, ZX Y

blZXl X, + bZZXZZ + b32X2X3 + b,ZZX, X+ bBZXI X, X, + b232X22X3 = ZXZY
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N N
b Y XX, +b, > X, X, +b, Y X +b, > X, X, X, +b, > X, X] +b, > X, X] = X,Y
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N N
b Y XIX, +b, ) X\ X] +b,Y X X, X, +b,> X[ XJ+b, > X[ X, X,+b, > X X;X,=Y X X,Y (10)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N N
b Y XPX,+b, Y X X, X, +b, Y X X]+b,Y XIX, X, +b, > X} X]+b,> X X,X] =X XY
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N N N N
b X X, X +b, ) XoX, +b,Y X, X] +b,> X, X;X,+b, > X X, X] +b,,y X;XI=)X,X,¥
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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U regresionoj analizi jednacine tipa (10) se
nazivaju normalne jednacine. ReSenje sistema
jednacina (10) je izvedeno pomocu matri¢nog

racuna. U matricnoj formi ovaj sistem jednacina
ima oblik:

I1i u skra¢enom obliku:

X-B=Y

ﬁ; X:? i X, X, ﬁ; X, X, Z::Xsz
gxl X, il)(; Z:]:XZXB gxl X2
Z::X,Xs Zi;XZX} ZV,:X; Z::Xl X, X,
i XX, gxl)(; Z\]“ X, X, X, i XiX?
ZV;, X2X, ZN:, X, X, X, ZN:‘ X, X? ZV:‘ XX, X,
ﬁ:xl X, X, ZV:X X, ﬁ:xzxf ZV:XI XX,
k= = p= =

(12)

Vrednosti koeficijenata regresije se izracunavaju

iz relacije:
B=XY

(13)

Vrednosti nezavisnih promenljivih prilagodenih
trougaonom koordinatnom sistemu 1 vrednosti

zavisne  promenljive  koje  su  dobijene
eksperimentom su prikazane u tabeli 5.
[1,611111111 0361111111 0,361111111
0,361111111 1,611111111 0,361111111
. 0,361111111 0,361111111 1,611111111
0,162037037 0,162037037 0,037037037
0,162037037 0,037037037 0,162037037
10,037037037 0,162037037 0,162037037
128
146
132
Yy =
16,6667
16,1667
19,1667 |

Sradunate vrednosti

koeficijenata regresije
matematicka modela su prikazane u tabeli 6.

M=

N N
DXIX, DX XX, XY
i=1 i=1 i=1
ZX1X2X3 ZXszz _bl_ ZXZY
::IN :;1 bz i;l
Z:X X: Z}:szf b, ;XzY
N N ® b =l v (1D
XXX, DX X)X, Y X XY
i=1 i=1 b i=1
N N 13 N
Z)(lz)(s2 ZXlest _b23_ 2X1X3Y
i=1 i=1 i=1
N N N
DX XX Y XX] DX, XY
i=1 i=1 _ L i=1 J
Tabela 5. Vrednosti promenljivih za prora¢un
koeficijenata regresije
Eksperiment| X7 X2 X3 Y =t,.,
2 0 0 1 66
3 0 1 0 79
4 0 0.5 0.5 58
5 1 0 0 67
6 0.5 0 0.5 46
7 0.5 0.5 0 48
8 0.333 0.333 0.333 42

Na osnovu ovih podataka su dobijene vrednosti
matrica X 1Y:

0,162037037 0,162037037  0,037037 |
0,162037037 0,037037037 0,162037
0,037037037 0,162037037 0,162037
0,074845679 0,012345679 0,0123457
0,012345679 0,074845679 0,0123457
0,012345679 0,012345679 0,0748457 |
Tabela 6. Vrednosti regresionih koeficijenata
b; 67.1363636
b, 79.1363636
b; 66.1363636
b, -102.72727
bis -84.727273
by; -60.727273

tako da se matematicki model pretpostavljen
jednacinom (6) sada moze napisati u obliku:

Y = 67.136.X, +79.136.X, + 66.136 X, —102.727.X, X, —84.727X, X, — 60.727X, X,

(14
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4.2. Graficka interpretacija matematickog koeficijenata regresije moze se pristupiti grafickoj

modela interpretaciji matematickog modela.
Matematicki modeli promenljive Y od
Nakon provere adekvatnosti matematickog selektovanih parametara X; , X, i X5 definisan
modela, ocene signifikantnosti koeficijenata jednacinom (14), je graficki prikazan prostornim
regresije 1 proracuna  granica pouzdanosti trougaonim dijagramom 1 njemu pripadaju¢im

konturnim 2D dijagramom na slikama 8 i 9.

v=67.136*x+79.136*y+66.136*2-102.727*x*y-84.727*x*2-60.727*y*z

100
90

Il 45.711 80

Il 49.053 -«

Bl 52.396 X 704

[ 55.738

[ 59.081 60

] 62.424 s

[ 65.766

Il 69.109 40

Il 72.451

Il 75.794

Il above 0.25

0.50 o
=
Slika 8. Trougaoni 3D dijagram ( Ternary graph)
v=67.136*x+79.136*y+66.136*2-102.727*x*y-84.727*x*2-60.727*y*z
Il 45.711
Il 49.053
I 52.396
[ 55.738
[ 59.081
[ 162424
[ 65.766
Il 69.109
I 72.451
Hl 75.794
El above
0.25 0.50 0.75
X1 X2

Slika 9. Konturni 2D dijagram
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Za kvazilinearni model visestruke regresije dat
jednac¢inom (6) su izraCunati kvadrati odstupanja
empirijskih tacaka od jednacine regresije i dobijena
je vrednost zbira kvadrata odstupanja SK=2.4545
(tabela 7). Kako je apsolutna vrednost najveceg
odstupanja €,,,,=1.227 manja od 3*E=1.662 to se na
osnovu pravila i sigma moze smatrati da je

pretpostavljena funkcionalna zavisnost dobra.
Uporedenjem linearnog modela za kategorizovani
dijagram i kvazilinearnog modela za ternary graph
moze se uociti viSestruka prednost drugog modela
kako po informativnosti o posmatranoj zavisnosti
koju nam pruza dijagram , tako i po tacnosti
matematickog modela.

Tabela 7. Proracun zbira kvadrata odstupanja za regresionu liniju

X1 X2 X3 Y; Y, € g

0 0 1 66 66.1360f -0.13600 0.018496
0 1 0 79 79.1360f -0.13600 0.018496
0 1 1 58 57.4543 0.54575 0.297843
1 0 0 67 67.1360] -0.13600 0.018496
1 0 1 46 45.4543 0.54575 0.297843
1 1 0 48 47.4543 0.54575 0.297843
1 1 1 42 43.2270] -1.22700 1.505529
Zbir kvadrata odstupanjal 2.454546
Srednje kvadratno odstupanje E = 0.553912
3*E = 1.661735

5. KATEGORIZOVANI TERNARY GRAPH zavisnost  zavisne  promenljive  od  Cetiri

Ternary graph moze biti veoma koristan i u
slucaju kada je potrebno prikazati funkcionalnu

komponente. U tom slucaju je potrebno primeniti
kategorizovane dijagrame kao Sto je prikazano na
slikama 101 11.

0.97
0.95

0.93

X5

091 | 4
0.8g [

0.87

X1: 0 v=0.896"x+0.882*y+0.882*2+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155%y*z
X1:1v=0.876"x+0.862"y+0.862*2+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X5

0.97

0.95

0.866
0.870
0.874
0.878
0.882
0.886
0.890
0.894
0.898
0.902
0.906
0.910
0.914
0.918
0.922
0.926
0.930
0.934
0.938
0.942
I above

0.93
0.91
0.89

0.87

ARRE00ENNNRNRECCENNN

Slika 10. Kategorizovani Ternary graph - primer 1

IMK-14 Istrazivanje i razvoj, Godina XI, Broj (22-23) 3-4/2005

121



X1: <= .333 v=0.896"x+0.882*y+0.882*2+0.167*x*y+0.203*x*2+0.155"y*z
X1:(.333,.667] v=0.886*x+0.872*y+0.872*2+0.167*x"y+0.203*x*z+0.155"y*z
X1: > .667 v=0.866"x+0.852*y+0.852*2+0.167*x*y+0.203*x*2+0.155"y*z

0.856
0.861
0.865
0.870
0.874
0.879
0.883
0.887
0.892
0.896
0.901
0.905
0.910
0.914
0.919
0.923
0.928
0.932
0.937
0.941
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Slika 11. Kategorizovani Ternary graph - primer 2

6. ZAKLJUCAK

Kada su u pitanju viSedimenzionalni problemi,
u regresionoj analizi je od velikog znacaja da se
pored dobijenih analitickih  zavisnosti ova
korelaciona veza prikaze i vizuelno adekvatnim
grafickim prikazima (dijagramima). Prednost
Ternary graph-a je u tome §to se prostornom
krivom povrSinom mogu prikazati
Cetvorodimenzionalni a sa kategorizovanim
Ternary graph-om i petodimenzionalni problemi.
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TERNARY GRAPH AND ITS APPLICATION IN REGRESSION
ANALYSIS

SUMMARY: Ternary graph is used at regresion analisys for visualization of four dimensional problems.
This papers shows Ternary graph description, data transformation procedure and procedure for
determination of regresion line coefficients for assumed shape of multiple regresion.

KEY WORD: Ternary graph, regresion analisys, categorized diagrams
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