PRORACUN KOSO SAVIJANIH AB PRESEKA

Zoran BRUJIC

1. UVOD

Ukoliko se napadna osa momenta savijanja poklapa
sa nekom od glavnih osa inercije popre¢nog preseka,
govorimo o jednoosno savijanom preseku. U suprotnom,
popre¢ni presek je koso (dvoosno) savijan. lako je u
praksi tesSko pronaci element Ciji su preseci u potpunosti
jednoosno savijani, u velikom broju slu€ajeva otklon
napadnog pravca od jedne od glavnih osa je dovoljno
mali da moze biti zanemaren. Ovo je narocito sluc¢aj kod
grednih elemenata simetricnog preseka oko vertikalne
ose, primarno opterecenih u vertikalnoj ravni. Medutim,
stubovi prostornih konstrukcija, ali i gredni elementi
nesimetricnog preseka (ili nesimetricno armiranog
preseka) ili rotirani oko uzduzne ose (roznjaCe, na
primer) su izlozeni dvoosnom savijanju na nacin da
zanemarenje otklona napadnog pravca od glavne ose
inercije Cesto nije opravdano.
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Kod dvoosno savijanih preseka pravac neutralne
linije se, u op$tem slu¢aju, ne poklapa sa pravcem
napadne linije rezultantnog momenta savijanja, niti sa
nekom od glavnih osa. Ugao neutralne linije uvek ,pravi*
otklon od napadne ose ka osi manjeg momenta inercije
idealizovanog preseka (sl. 1).

2. INTERAKCIONE POVRSINE

Grani¢na nosivost nekog popreénog preseka
poznatog nacina armiranja i koli€ine armature, te
saglasno opstim proracunskim pretpostavkama (linearna
promena dilatacija po visini preseka, poznati konstitutivni
zakoni za beton i Celik), mozZe biti definisana kao
maksimalni moment savijanja (M) nekog napadnog ugla
(a) pri odredenoj vrednosti aksijalne sile (N). Rezultat
moze biti prikazan kao tacka u troosnom koordinatnom
sistemu My-M,-N, gde su My i M, projekcije grani€nog
momenta na glavne pravce. Variranjem napadnog ugla i
aksijalne sile formiraju se interakcione povrsi za
predmetni presek. Geometrijski, tatke sa istom
vrednoS¢éu aksijalne sile predstavljaju horizontalni, a
tacke sa istom vrednoS¢u napadnog ugla vertikalni
presek kroz interakcionu povrs. U praksi se interakcione
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Slika 1. Otklon ugla rezultujuce neutralne linije od ugla napadne ose (graniéno stanje nosivosti)
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povrSine, ¢esce, izraCunavaju drugadijim pristupom. Za
neko grani¢no stanje dilatacija u preseku i za neku
vrednost ugla neutralne linije (ugla savijanja 6) odreduju
se projekciie My i M, spoljaSnjeg momenta koji
uravnotezuju unutrasnje sile koje odgovaraju zadatim
podacima. Ovim je, ponovo, definisana jedna tacka
interakcione povrsi, a variranjem stanja dilatacija te ugla
savijanja formira se cela povrs. Geometrijski, tacke koje
sad odgovaraju jednom stanju dilatacija ili jednoj
vrednosti ugla savijanja nisu viSe krive u ravni, iako
odstupanja, Cesto, nisu velika.

Prikazanom povrSi odredena je graniCna nosivost
poprecnog preseka. TacCka koja reprezentuje trojku
uticaja My-M,-N moze da se nade unutar povrSine, ¢ime
je predmetni presek u stanju da ih prihvati (ovi uticaji ne
dovode presek u grani¢no stanje loma); moze da se
nade van povrsi, Cime se konstatuje nedovoljnost
nosivosti predmetnog preseka; moze da se nade tacno
na povrsini, ¢ime ovi uticaji postaju uticaji na granici
nosivosti (dovode presek u grani¢no stanje loma).

Oblik interakcione povrSi je prvenstveno odreden
oblikom popreénog preseka, rasporedom armature u
popre¢nom preseku (posebno u zoni zatezuc¢ih i malih
pritiskuju¢ih aksijalnih sila), koli€inom armature (pro-
centom armiranja) i usvojenim oblikom konstitutivnih
veza za beton i €elik. U delu gde je aksijalna sila zate-
Zuc¢a dominantan uticaj na oblik povrsSi ima rasporedom
armature u preseku. Sa porastom aksijalne sile pritiska,
povr§ se ,zaobljava“. Najniza taCka povrSi odgovara
stanju konstantnih dilatacija Sirenja po visini preseka,
dok najviSa tatka odgovara stanju konstantnih dilatacija
sazimanja po visini preseka. Najveéu nosivost odreduje
stanje dilatacija blisko simultanom dostizanju maksi-
malnih dilatacija sazimanja u betonu, te maksimalnih
dilatacija Sirenja u, od teziSta najudaljenijoj, zategnutoj
armaturi. UnutrasSnje sile kod nesimetri¢nih (i/ili nesime-
tricno armiranih) preseka, pri stanju konstantnih dilata-

cija (sazimanja ili Sirenja) rezultuju momentom savijanja,
Sto za posledicu ima da najniza i najviSa tacka povrsi
nisu na N-osi (sl. 2b).

Sa stanovista proraduna popre¢nog preseka, od
posebnog interesa su vertikalni i horizontalni preseci
kroz interakcionu povrS. Vertikalni presek (sl. 3a) daje
interakcionu krivu M-N za poznat napadni ugao
momenta, dok horizontalni (sl. 3b) daje interakcionu
krivu My-M, za poznat intenzitet aksijalne sile. U praksi
se koriste bezdimenzionalni oblici ovih dijagrama/povrsi.
Svodenjem na bezdimenzionalni oblik obezbeduje se
njihova nezavisnost od dimenzija stranica popre¢nog
preseka, kao i od kvaliteta betona. Delilac kojim se
relativizuju vrednosti momenata savijanja, za slucajeve
jednoosnog savijanja pravougaonih preseka, postaje
odgovarajuca visina preseka (b ili d):

I’(a)-b-d-fc, gde je

r(a)

lako se konstrukcijom interakcione povrsi ne reSava
problem dimenzionisanja preseka u uzem smislu
(odredivanje minimalno potrebne koli¢ine armature),
konstrukcija familije ovakvih povrSi omogucava da se
problem dimenzionisanja resSi inverzno — pronalazenjem
povrSi na kojoj tatka kojom je reprezentovana trojka
uticaja lezi. Ipak, inZenjerski gledano, ovakav postupak
je bogat ,praznim hodom®, zbog &ega ovaj pristup ima
smisla samo kao neka vrsta inZzenjerskog tabulisanog
alata. Postupkom dimenzionisanja u uzem smislu se
direktno odreduje potrebna koli¢ina armature za zadatu
trojku uticaja, a da se pri tome ne odreduju ostale tacke
povrsi.

b-d

Jb? cos? a +d? -sin’ a

Slika 2. Interakciona povr$ za simetri¢no i nesimetricno armiran pravougaoni presek
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Slika 3. Vertikalni i horizontalni presek kroz interakcionu povr$

Odredivanje tacaka interakcione povrsi je zametan
matematicki zadatak. Tek sa Sirom primenom mocnih i
jeftinih  personalnih raunara postala je moguéa
konstrukcija interakcionih povrSina visoke tacnosti i
elimisana potreba uvodenja aproksimacija.

3. ALGORITAMSKO RESENJE

Postavljen je =zadatak odredivanja minimalno
potrebne koli¢ine poduzne armature popre¢nog preseka
optere¢enog aksijalnom silom i momentom savijanja koji
se ne poklapa sa pravcem glavnih osa inercije.
Spoljasnji uticaji su dati za teziSte betonskog preseka u
svojim  graniénim  (faktorizovanim)  vrednostima.
Razmatra se armiranobetonski presek u grani¢nom
stanju loma proizvoljnog oblika. Pretpostavija se da je
poznat raspored (ne i koli¢ina) armature u preseku.
Uobi¢ajeno je da se poduzna armatura u popre¢nom
preseku prikazuje u svom raspodeljenom obliku kao
linija armature, ili u tackastom obliku kao tacka armature.
Potreba za jednoznacnoSc¢u reSenja uslovljava potrebu
poznavanja u¢eSc¢a pojedine linije ili tatke armature u
ukupnoj koli¢ini armature. Smatra se da su poznati
zakoni ponaSanja materijala — radni dijagrami za Celik i
beton. Algoritamski gledano ne postoje prepreke za
implementaciju bilo kojeg oblika ovih zavisnosti.
Medutim, uobiCajeno je zanemarenje nosivosti
zategnutog betona u grani¢nom stanju loma. Mehanicke
karakteristike betona i celika su, takode, poznate, a
parcijalni koeficijenti za materijale su ve¢ uracunati
(zavisno od vrste kombinacije optere¢enja). Konaéno,
moraju jednoznacno biti postavljeni uslovi kojima se
definiSe kada je popre¢ni presek u grani€énom stanju
nosivosti. Ovi uslovi se kod proracuna prema grani¢nim
stanjima nosivosti, uz uobi¢ajenu pretpostavku ravnog
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deformisanja preseka, postavljaju prema vrednostima
dilatacija.

Spolja posmatrano, rezultat proracuna je potrebna
koli¢ina armature u preseku (u zadatom rasporedu), a
bice odredena iz uslova uravnotezenja spoljasnjih i
unutradnjih sila. Algoritmom se pronalazi ugao ose
savijanja, njen polozaj i koli¢ina armature u preseku koji
obezbeduju puno uravnotezenje spoljadnjih i unutrasnjih
sila. Re¢ je, dakle, o tri nepoznate veliine, za Cije
odredivanje na raspolaganju stoje tri uslova ravnoteze
(dva po momentima savijanja i jedan po aksijalnoj sili).
Osim za specijalne, jednostavne, slu€ajeve, problem ne
moze biti reSen u zatvorenom obliku, ve¢ je neophodna
primena iterativnog postupka dva nivoa dubine. Za jedan
ugao nagiba neutralne linije mogucée je, iterativnim
postupkom, pronaci koli€inu armature i poloZaj neutralne
ose zadatog nagiba po visini preseka za koji ¢e biti
zadovoljena dva od tri uslova ravnoteze. Pogodno je
izabrati zadovoljenje uslova ravnoteze po aksijalnim
silama i po momentima savijanja u pravcu zadatog
nagiba neutralne linije. Konacno reSenje je moguce
dobiti novim iterativnim priblizavanjem rezultuju¢em uglu
nagiba neutralne linije, a prepoznaje se zadovoljenjem i
tre¢eg uslova ravnoteZze po momentu savijanja u pravcu
normale na nagib neutralne linije.

Analiza preseka za jedan nagib neutralne linije

Na sl. 4 je prikazan poprecni presek i stanje
spoljasnjih i unutradnjin sila za jedan ugao nagiba
neutralne linije i za zadat poloZaj ove linije po visini
preseka (visina preseka je funkcija izabranog nagiba).
Lokalne koordinatne ose su obeleZene sa p i w (0osa w
je pretpostavljenog nagiba neutralne linije). Polozajem
neutralne linije, saglasno pretpostavkama, definisan je
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granicna
dilataciona linija

Z=D+N=4,Z'
_(D+N)
a Z.

A

spoljasnje i
unutrasnje sile

Slika 4. Ravnoteza spoljasnjih i unutradnjih sila za jedan nagib neutralne linije 6

dilatacioni dijagram po visini preseka, a njemu, saglasno
radnim dijagramima, odgovaraju dijagrami napona u
betonu i celiku. Integracijom napona u betonu po
povrSini na kojoj deluju sraCunava se rezultujuéa
unutraSnja sila u betonu i njen polozaj. Kako je
pretpostavljeno da se beton napreze samo u pritisnutoj
zoni, rezultat je jedna sila pritiska (sila D). Integracija
ovog napona moze biti numericka ili u analitickom obliku,
ukoliko nacin definisinja proizvoljnog popre¢nog preseka
to omogucava. Sa stanovista tacnosti i brzine proracuna,
prednost je na strani analitickog reSenja. U prikazanom
reSenju primenjeno je analiticko reSenje, a elementarna
povrSina integracije je trougao. Na slican nacin
sraCunava se i rezultujuéa sila u Celiku i njen polozaj
(sila Z). Medutim, ovako sraCunata sila u celiku je u
funkciji nepoznate koli¢ine armature. Ukupna koli¢ina
armature (As;) je odredena iz uslova zadovoljenja
ravnoteze aksijalnih sila. Ovo za posledicu ima razliCitu
koli¢inu armature za svaki polozaj neutralne linije.

Dakle, za jedan ugao nagiba neutralne ose, varira se
njen polozaj (pp) u potrazi za onim koji rezultuje
zadovoljenjem uslova ravnoteze: >N i M, . Za svaki
novi polozaj se sraCunava koli¢ina armature i stanje
unutrasnjih sila u preseku i ispituje vrednost momenta
M,. Postupak u potpunosti odgovara proradunu
jednoosno savijanog preseka. Funkcija My(po) je
monotona sa vertikalnom asimptotom u tacki pa, za koju
je zbir sila u armaturi identi¢ki jednak nuli (definisana
rasporedom i u¢e$c¢em pojedinih armatura). Ovo znadi
da se rezultujuéi polozaj neutralne ose trazi u intervalima
(-, pa) i (pa, *=), te da je pre pocetka iterativhog
postupka neophodno odrediti ovu granicu intervala. S
obzirom na oblik funkcije (vrlo blagi i vrlo strmi delovi),
ne preporucuje se primena metode laznog polozaja. Kraj
iteracionog postupka je definisan tolerancijom
postavljenom po momentu i/ili po polozaju neutralne ose.
Ispitivani intervali su otvoreni sa obe strane. Stanje
dilatacija i napona za po = £« je trivijalno, pa ove krajeve
intervala treba reSiti u formi specijalnog slucaja.
Unutradnje granice zahtevaju ispitivanje funkcije u
taCkama u neposrednoj blizini vertikalne asimptote sa
leve i desne strane (po i po+). Treba naglasiti da otklon
od pp mora biti ve¢i od tolerancije sa kojom je odreden

polozaj po. Moguée su situacije kada postoji po jedna
nula funkcije u svakom od intervala. Realno reSenje
odgovara pozitivnoj koli¢ini armature ili ve¢oj od dve
negativne - uravnoteZzenje uslova ravnoteZze je u
pojedinim slu€ajevima moguée samo negativnom
koli€¢inom armature. Konaéno, za rezultujuée stanje
jednog nagiba neutralne linije, potrebno je sracunati
momenat savijanja M,. Jednom nagibu neutralne ose
odgovara jedna vrednost ovog momenta - My(6).

Nagib neutralne linije

Kako se stanja dilatacija i napona u preseku, u
opsStem slu€aju, razlikuju za uglove nagiba neutralne
linje 6 i 6+m, to se reSenje po nagibu trazi u celom
intervalu od 0 do 2. Trazi se onaj ugao nagiba za koji
se zadovoljem prva dva uslova ravnoteze zadovoljava i
tre¢i — trazi se nula funkcije My(6). | ovde je re¢ o
prekidnoj fukciji, te je neophodno odrediti granice
ispitivanih intervala, u kojima je funkcija monotona. Do
ovih granica se dolazi inverznom fizickom analizom
unutrasnjin sila u preseku za stanja konstantne
dilatacije, kada je polozaj unutrasnjih sila unapred
poznat. Kako svakom uglu nagiba neutralne linije
odgovara jedno rezultujuée (analiza jednoosno savijanog
preseka) stanje dilatacije, to ¢e krajnja dilataciona stanja
(stanja konstantne dilatacije po celom preseku) odrediti
krajeve intervala.

Spoljasniji uticaji (moment M i aksijalna sila N razli¢ita
od nule) mogu se prikazati samo aksijalnom silom
izmestenom u odnosu na tezisSte popre€nog preseka za
ekscentricitet e u pravcu normale na napadnu osu.
Obelezimo sa DN rezultantu sila D (manje od nule) i N
(izvesno se nalazi na pravcu DN). Za slu¢aj konstantne
dilatacije po visini preseka, uz pretpostavku jednakog
ponasanja cCelika i u pritisnutoj i u zategnutoj zoni,
polozaj sile Z se poklapa sa tezistem armature Ta. Za
slu¢aj konstantne negativne dilatacije (stanje 1) polozaj
sile D se poklapa sa teziStem betonskog preseka T
(obi€no se usvaja bruto betonski presek), dok je u
slu€aju konstantne pozitivne dilatacije (stanje 2) ova sila
jednaka nuli (DN = N).
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Slika 5. Analiza poloZaja sila u preseku za slucajeve konstantne dilatacije

Dakle, u stanju 1 postoje sile Z i DN. Pravac koji
povezuje napadne tacke ovih sila (pravac 1) je, izvesno,
pravac neutralne linijje u analizi jednoosno savijanog
preseka. Primetimo da se neutralna linijla nalazi u
beskonacno udaljenom polozaju (-~ po p-koordinati).
Ovo je jedini pravac neutralne linijle za koji je zbir
momenata M,, jednak nuli. U stanju 2 postoje samo sile
Z i N. |z istog razloga, pravac koji spaja napadne tacke
ovih sila je pravac neutralne linije koja odgovara
konstantnoj pozitivnoj dilataciji (pravac 2). Sa dva pravca
je interval punog kruga izdeljen na Ccetiri kvadranta
(oznaceni rimskim brojevima). Funkcija My(6) je
neprekidna u svakom od Ccetiri intervala. NajceSce,
reSenje (nula funkcije) se nalazi u intervalu / (interval
unutar kojeg je napadni moment), jer otklon ugla ose
savijanja od napadne ose obi¢no nije velik. Ukoliko
reSenje nije u prvom intervalu, ispituju se intervali Il'i /I,
a vrlo su retke situacije u praksi kad se reSenje nalazi u
intervalu IV (sl. 5). Poklapanje napadnih tacaka sila Z i
DN u stanju 1 ili Z i N u stanju 2 ukazuje na
uspostavljenu ravnotezu po sva tri kriterijuma, zbog ¢ega
je stanje 1 ili stanje 2 ujedno i konaéno reSenje. U
specijalnom slu¢aju kada su napadne tacke sila N, Zi D
kolinearne, pravci 1 i 2 se poklapaju, zbog Cega se,
umesto Cetiri, ispituju samo dva intervala, svaki Sirine .

Za specijalni slu¢aj N = 0, prethodni algoritam ne
moze biti primenjen zbog nepostojanja napadne tacke
sile N. Za stanje 1, iz uslova ravnoteze po aksijalnim
silama dobija se Z = -D. Spreg sila Z i D, osim u
specijalnom slu€aju (kada je stanje 1 reSenje), ne
uravnotezuje napadni moment M. Dakle, pravac 1 ne
postoji. U stanju 2 sve sile (N, D i Z) su jednake nuli,
zbog &ega je pravac 2 usmeren normalno na napadnu
osu momenta (jedini pravac za koji ¢e zbir momenata biti
jednak nuli). Opet se ispituju samo dva intervala (sl. 6).

g =const <0

Slika 6. Specijalni slucaj N = 0

Inverznom postavkom, za poznatu koli¢inu armature,
variranjem ugla nagiba ose savijanja i poloZaja neutralne
ose po visini preseka (variranjem stanja dilatacija)
moguce je, na slitan nacin, odredivanje tacCaka
interakcione povrsi. Jednom uglu nagiba neutralne linije i
jednom polozaju neutralne ose odgovaraju unutrasnje
sile koje rezultiraju trojkom unutradnjih uticaja My-M,-N.
Spoljasnji uticaji kojima se ovi uravnotezuju odgovaraju
negativne vrednosti unutra$njih.

Komentar

Prikazan je opsti algoritam za odredivanje potrebne
koli€ine armature poznatog rasporeda po koso
savijanom popre¢nom preseku. Primenjenim algoritmom
nisu usvojene bilo kakve aproksimacije. Tacnost
dobijenih rezultata je funkcija samo postavljenih
tolerancija (odreduju tanost svakog iterativhog
postupka). Dalje optimizacije algoritma su moguce u cilju
pronalazenja optimalnog rasporeda armature u preseku.

Pravi znacaj prikazanog postupka dolazi do izrazaja
nakon njegove ugradnje u slozeniji programski paket,
kojim ¢e automatski biti generisani uticaji za razliCite
kombinacije optereCenja i kojim ¢e biti tretiran niz
popre¢nih preseka. lako dana$nji racunari problem
dimenzionisanja jednog preseka reSavaju vrlo brzo, sve
vrste optimizacija po pitanju brzine proraduna su viSe
nego dobrodoSle. Naime, kod realne konstrukcije moze
se pojaviti potreba za viSestrukim (Cesto i viSe hiljada
puta) dimenzionisanjem jednog preseka za uticaje
razlicitih kombinacija optereéenja, a broj preseka se
Cesto meri hiljadama. U tom smislu je, problem
jednoosno savijanih preseka, kod kojih je unapred
poznat pravac ose savijanja, iako specijalni slu¢aj koso
savijanog preseka, pozeljno izdvojiti u formi posebnog
slu¢aja kojim ¢e biti izbegnuto variranje nagiba ove ose.

& =const > 0
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4. PRIBLIZNA RESENJA

Do masovne primene raCunara u svakodnevnoj
inZenjerskoj praksi, problem dimenzionisanja koso
savijanih popre¢nih preseka je reSavan isklju€ivo
pojednostavljenim metodama. Sta viSe, i dana$nja
inZenjerska praksa relativno retko primenjuje ,ta¢na
reSenja“. Razlog ovome je, pre svega, relativno mala
dostupnost odgovarajuc¢ih specijalizovanih softverskih
reSenja, ali i, jo§ uvek, sporost primene algoritamskog
reSenja u slozenijim prakticnim situacijama. Dodatno,
priblizne metode obi¢no imaju jasnu fizicku pozadinu, $to
ih €ini preglednim i lako proverljivim.

Zavisno od nacina simplifikacije problema, priblizni
postupci bi, grubo, mogli biti klasifikovani u sledece
grupe [2]:

— graficki postupci,

— postupci kojima se problem svodi na dva problema
jednoosno savijanih preseka,

— postupci kojima se problem svodi
problem jedoosno savijanog preseka,

— postupci  koji  baziraju na
interakcionoj povrsi.

na jedan

aproksimiranoj

Graficke metode

Graficke metode su pogodne za kruZzne i
pravougaone popreéne preseke, a baziraju na primeni
bezdimenzionalnih  interakcionih  dijagrama,  koji
predstavljaju preseke (horizontalne ili vertikalne)
interakcionih  povrsi. Primeri ovakvih interakcionih
dijagrama, istina u dimenzionalnom obliku, dati su na
prethodnim slikama (sl. 3). Naravno, ova metoda
pretpostavlja iscrtane dijagrame u formi inzenjerskog
prirucnika. Kako je oblik dijagrama (Cak i
bezdimenzionalnog) definisan oblikom preseka, naginom
armiranja (raspored i lokacija armature), napadnim
uglom, vrstom celika, kvalitetom betona (sa porastom
Cvrstoée betona kvalitativno se menja Kkonstitutivni
zakon, npr. prema Evrokodu)..., to je jasno da i vrlo
grubo variranje navedenih parametara moze da rezultira
izuzetno velikim brojem dijagrama. U praksi se ovakvi
dijagrami daju za naj¢edCe koriS¢ene preseke
(pravougaone) uz pretpostavku dvoosno simetri€nog
armiranja. Primeri ovakvih dijagrama se mogu pronadi i
u domacéem Pravilniku za beton i armirani beton [1]. Dati

dijagrami ne predstavljaju prave vertikalne preseke kroz
interakcionu povrs, nego spajaju sve tacke na povrSi
jednakog ugla savijanja (videti npr. 2). Zbog toga se
mogu koristititi samo nakon pribliznog odredivanja ugla
savijanja 6. Jednostavna, a dovoljno tacna (sl. 7),
aproksimacija odgovara pravcu neutralne linije
homogenog linearno elasticnog materijala (sa ex i e, su
obelezene projekcije ekscentriciteta aksijalne sile):

e
tan@ = =

(1)

bazira na primeni interakcionih dijagrama koji
predstavljaju prave vertikalne (M-N) ili horizontalne (M-
My) preseke interakcione povrsi (sl. 3). U ovom slu€aju
nema potrebe za odredivanjem ugla savijanja
dijagrami su dati po napadnom uglu, koji je poznat sa
spoljasnjim uticajima.

Dva problema jednoosno savijanih preseka

Metode kojima se problem kosog savijanja
dekomponuje na dva problema jednoosnog savijanja
podrazumevaju podelu spoljasnjih uticaja na dva pravca
u obliku:

pravac 1:
pravac 2:

M,, &-N

2)

M,, (1-6)-N
Pri tome je nepoznanica nacin raspodele aksijalne
sile, a konac¢ni rezultat je od ovoga bitho zavisan.
Iskustva ukazuju na nemogucénost postavljanja dovoljno
jednostavnog izraza za odredivanje ovog parametra,
kojim bi se pokrili razli€iti odnosi duZina stranica preseka
ili, pogotovu, naCini  armiranja  preseka u
zadovoljavajuéem opsegu tacnosti. Posebno iritira
¢injenica da koncept dekompozicije uticaja fiziCki
gledano ne moze biti opravdan, s obzirom da
horizontalni preseci za razli€ite intenzitete aksijalne sile
medusobno, prakti¢no, ne koreliraju. Sta vise, dobijeni
rezultati nisu neophodno konzervativni, kako se to
konstatuje npr. u [4]. Zato se ovaj metod koristi u sprezi
sa nekim od ostalih pomenutih. Naj¢eS¢e se usvaja
najjednostavniji oblik podele aksijalne sile na dva problema

approx. 1 - refferent|

60 75 90|

Slika 7. Promena ugla otklona (ordinata) u funkciji napadnog ugla (apscisa) za tri razli¢ita odnosa visine i Sirine preseka
(40x40, 40x60 i 40x100). Pporedenje (1) sa referentnim krivama.
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problema (na primer, po polovina svakom od problema),
ali se dobijeni rezultat kontroliSe ili grafickom metodom ili
aproksimacijom interakcione povrsi. U priru¢niku koji
prati domaci Pravilnik za beton i armirani beton [1],
predlaze se kontrola aproksimativnim, Bresler-ovim
kriterijumom (3). Time je dekompozicija problema
iskoris¢ena kao prvi korak postupka.

Jedan problem jednoosno savijanog preseka

Ukoliko je poznat rezultujuci ugao savijanja, problem
kosog savijanja je moguée posmatrati kao jednoosni
problem tog pravca. Na ovome baziraju metode kojima
se problem kosog savijanja svodi na jedan problem
jednoosno savijanog preseka. Ipak, direktna primena
metoda problema jednoosno savijanih preseka nije
moguc¢a. Za posmatrani pravac presek nije ,ispravno*
orijentisan, Sto nalaze potrebu kombinavanja ovog
metoda sa nekim od drugih navedenih. Treba primetiti
da je postupak koji koristi interakcione dijagrame za
koso savijene preseke (prikazan pod grafickim
metodama) upravo takva kombinacija: pribliznim
odredivanjem ugla savijanja problem je sveden na
jednoosni.

Aproksimacija interakcione povrsi

Brojne su metode kojima se interakciona povrSina
zamenjuje  aproksimativnom  povrS§inom  relativho
jednostavnog analitickog oblika. Poznavanjem
analitickog oblika interakcione povrsi, provera nosivosti
datog preseka na grani¢ne uticaje postaje trivijalna —
kontrola polozaja tacke kojom se reprezentuje trojka
uticaja u odnosu na povrS. Neke od metoda su
prezentovane u nastavku.

1N

Metoda reciprocne sile (reciprocal load method)

Bresler je 1960. predlozio dve metode [2]. Prema
prvoj — ,metoda recipro¢ne sile” (reciprocal load method)
— grani¢na vrednost aksijalne sile (N,), Ciji je polozaj
poznat (odreden ekscentricitetima €, i §y ), se priblizno

moze odrediti sledeéim izrazom (Bresler-ov kriterijum):

1 1 1 1
e, ©
N, N N N

Najjednostavnije je matematiCku pozadinu predloze-
nog izraza predstaviti modifikacijom interakcione povrsi,
kojom se umesto veze M,-M,-N daje veza ex-ey-1/N (sl.
8a). Tacka grani¢ne nosivosti na zadatim ekscentri-
citetima se odreduje kao tatka sekantne ravni odredene
sa tri tacke:

- tacka A (0,0,1/N,,) - odgovara maksimalnoj sili
za centri¢no optereéen presek,
- tatka B (e,,0,1/N,) - odgovara maksimalnoj

sili na ekscentricitetu EX , pri ¢emu je ey =0,
1/N,,)

sili na ekscentricitetu Ey, pricemu je €, = 0.

- tacka € (0,e - odgovara maksimalnoj

y?

GreSka koja se ovom aproksimacijom ¢ini odgovara
razlici poloZaja tacaka D (tacka na interakcionoj povrsini)
i D’ (tatka na sekantnoj ravni, koju odreduje Bresler-ov
kriterijum) na sl..8a. lako je, zbog konveksnosti inter-
akcione povrsi, prikazani trougao izvesno unutar inte-
rakcione povrsi, ovim nije obezbedena konzervativnost
postupka a priori. Treba primetiti da taCka sekantne ravni
D’ nije unutar trougla. Dobijena sekantna ravan odre-
dena trouglom ABC ostaje ravna i nakon njenog pred-
stavljanja u koordinatnom sistemu M,-M,-N, sl. 8b.
Naravno, Cetvorougao ABCD’ se deformiSe (vise nije
romboid), ali Cetiri transformisane tacke i dalje leZe u istoj

Slika 8. ,Metod reciproéne sile” predloZzen od strane Bresler-a, 1960. godine [8]
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ravni. Ovim, u€injena transformacija interakcione povrsi-
ne nije bila neophodna, iako je prikaz postupka u tran-
sformisanom koordinatnom sistemu pregledniji.

Mane prezentovanog postupka su brojne:

— Postupkom se podrazumeva da su poprecni
presek, raspored i koli¢ina armature poznate. U tom
smislu, moguée ga je iskoristiti samo kao kontrolni
kriterjum za proveru usvojenog nacina armiranja i
koli¢ine armature, a ne i za dimenzionisanje u uzem
smislu. Ovo je i razlog njegovog kombinovanja u praksi
sa nekom od ranije pomenutih pribliznih metoda.

—Tatke B i € se odreduju za jedan par
ekscentriciteta aksijalne sile. Ovim, svakoj kombinaciji
optereCenja odgovara nova ravan, Cime postupak
postaje i proraunski zahtevan.

— Samom postavkom postupka konzervativnost nije
obezbedena.

— Konaéno, postupak je primenljiv samo u oblasti
pritiska.

Metod horizontalnog preseka (load contour method)

Druga metoda predlozena od strane Bresler-a bazira
na konstrukciji dvodimenzionalnih dijagrama kao
horizontalnih preseka interakcione povrsi. Ako su za
jednu vrednost aksijalne sile poznate maksimalne
vrednosti momenata savijanja  koji  odgovaraju
problemima jednoosno savijanog preseka — Myx(N) i
Myy(N) — aproksimativna kriva horizontalnog preseka je
predlozena u slede¢em obliku:

Pj&_T+‘ﬂ&‘%‘l "
Mo (N)) (M (N)

gde su My i M, projekcije granicnog momenta savijanja,
koji, zajedno sa aksijalnom silom N, napadaju poprecni
presek, a a;s i ay eksponenti zavisni od intenziteta
aksijalne sile.

Na osnovu sprovedenih samo preliminarnih
ispitivanja (proracuna), usvajajuci iste vrednosti za oba
eksponenta, Bresler (1960) konstatuje da, za kvadratne i
pravougaone simetricno armirane preseke, vrednost

My | Muy

My / Muy

ovih eksponenata varira u opsegu od 1.15 do 1.55. Na
sl. 9a, varirana je vrednost ovih, medusobno jednakih,
koeficijenata izmedu 1 i 4. Istrazivanja vezana za izraze
kojima se odreduju eksponenti a; i a2 su brojna.
Postavke su dali Furlong (1961) i Parme i ostali (1966)
[2]. Za prakticne proraCune predlaze se usvajanje
eksponenata 1.50 za pravougaone, odnosno izmedu
1.50 i 2.0 za kvadratne. Treba primetiti da, osim od
intenziteta aksijalne sile, oblik horizontalnog preseka
interakcione povrsi, samim tim i koeficijenti as i az, u
velikoj meri zavisi i od koli¢ine armature u popreénom
preseku, te od njenog rasporeda. Naime, vec¢a koli¢ina
armature tezi da ,ispravi® liniju preseka, dok beton, sam,
,<daje“ zaobljenu krivu (sl. 10).

Jedan od predloga za izraCunavanje vrednosti
eksponenata je dat tzv. PCA, Parme-Gouwens (1966)
metodom (PCA Load Contour Method) [6]. Ovim
pristupom definisana je tacka na horizontalnom preseku
interakcione povrs$i za koju je odnos momenata M, i My
jednak odnosu (p) jednoaksijalnih nosivosti M,,(N) i
Mux(N):

MM,
M, MUX(N)

log0.5
- C=0=a,= ;f;/? (5)

Pri tome odnos p zavisi od intenziteta aksijalne sile,
mozZe biti odreden koriS¢enjem pomoénih alata za
jednoaksijalno savijane preseke, a uobiajeno se nalazi
u granicama 0.55 do 0.70.

Ferguson i drugi (1988) i McGregor (1992) [8]
predlazu modifikaciju prezentovane zavisnosti, u kojoj,
umesto eksponenata, figuriSu multiplikatori:

“Ax “Ay 1__/3
+ . =1
My (N) My (N) 5
za M, > M, odnosno (6)
M, (N) M, (N)

Mx [ Mux

Mx / Mux

Sika 9. Metod horizontalnog preseka predloZzen od strane Bresler-a i modifikovani metod horizontalnog preseka —

Ferguson, McGregor
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Slika 10. Oblici horizontalnih preseka interakcione povrsi za razli¢ite kolicine armature.

Mx 'l_ﬂ‘i‘ My

=1 za
My (N) B My(N)
Mx < My (7)
My (N) M, (N)

pri ¢emu vrednost parametra 8 (izmedu 0 i 1) zavisi od
dimenzija popreénog preseka, koliCine i rasporeda
armature, te od konstitutivnih zakona za beton i celik.
Samo za vrednosti $>0.5 dobijene krive su konveksne
(sl. 9b). Geometrijski, jednacinama (6) i (7) se kriva
horizontalnog preseka interakcione povrSi aproksimira
bilinearnom krivom (sl. 9b).

Mane i ovog postupaka su ocigledne i slicne
manama prethodnog:

— | kod ovog postupka se podrazumeva da su
poprecni presek, raspored i koli€¢ina armature poznati. U
tom smislu, moguce ga je iskoristiti samo kao kontrolni
kriterijum za proveru usvojenog nacina armiranja i
koli€¢ine armature, a ne i za dimenzionisanje u uzem
smislu.

— Maksimalne  vrednosti graniénih  momenata
savijanja za dva glavna pravca moraju biti odredene
ponovo za svaku vrednost aksijalne sile (za svaku
kombinaciju optere¢enja).

— Oblik krive horizontalnog preseka je bitno zavisan
od nacina izbora parametara postupka. Ovim je
uslovljena i konzervativnost postupka.

U pokusaju da anulira neke od navedenih mana Hsu
(1988) [2] predlaze modifikaciju postupka, aproksimaciju
horizontalnog preseka jednom analitiCkom krivom, pri
¢emu su eksponenti — koeficijenti oblika — konstantni —
1.5 za fleksione €lanove, a 1.0 za aksijalne:

1.5 1.5
Nu — Nlim Mux MUY
+ + =1 (8)
N, - N M M

lim lim, X lim,y

gde je Nin granicna vrednost aksijalne sile koja
odgovara balansiranom lomu, Ny maksimalna grani¢na
vrednost aksijalne sile, koja odgovara centricnom

pritisku ili zatezanju, @ Mjimx i Mjm, grani€ne vrednosti
momenata savijanja oko glavnih osa, koje odgovaraju
balansiranom lomu. Ocigledna prednost lezi u Cinjenici
da je izbegnuta potreba odredivanja grani¢nih vrenosti
momenata nosivosti u funkciji aksijalne sile. Dodatno,
pretpostavljen je jednak oblik povrsi iznad i ispod Njm,
¢ime izraz moZe biti primenjen i u oblasti zatezanja. Ovaj
predlog su kasnije modifikovali Munoz i Hsu (1997) [7],
ukazujuci da izbor vrednosti eksponenata od 1.5 nije
uvek optimalan. Za utegnute elemente, oni predlazu

aproksimaciju povrSi slede¢im, znatno slozZenijim,
izrazom:
a, a %{
M 1 M 1 1
[ ux'7|] +[ uy'72j +
M nb M nb
N,-N, )"
+ u lim — 1 , (9)
No - Nlim

gde su koeficijenti y1 i y2 zavisni od intenziteta aksijalne
sile Ny, a Mny, a1 i 02 zavise od karakteristika popre¢nog
preseka.

Kombinovani postupak

Bonet i ostali [2] daju predlog u kojem, na izvestan
nacin, sublimiraju prethodne koncepte aproksimacije
interakcione povrSi. PredlaZze se postupak analitickog
definisanja interakcione povrSi na bazi dva karakte-
risttna horizontalna preseka: prvi odgovara nultoj
aksijalnoj sili (presek kojim se odvaja pritisnuti i zategnuti
deo povrSi), i drugi, kvazi horizontalan, odgovara
promenljivoj aksijalnoj sili Nmax, koja je za svaki napadni
ugao odredena maksimalnom vredno$éu momenta
savijanja. Naime, drugim presekom se odvaja rastuci od
opadajuéeg dela interakcione povrsi. lako je promenljiva
sila Nmax nedto veéa od sile Njn koja odgovara
simultanom lomu, vrednosti ove dve sile su vrlo bliske, te
se moze opravdanim smatrati njihovo izjednacavanje.
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Ako su poznate vrednosti N, za svaki od pravaca (Njmx,
Niimy), vrednost ove sile za neki napadni pravac a se
smatra dovoljno ta¢nim odrediti pravilom linearne
interpolacije:

N
Nmax (a) ~ Nd2 = N

N
Jim, Jim,
limx T & =22 (10)
7/2

Za napadni pravac a, dobijaju se dve tacke
(koriSéene su oznake tacaka uticaja S i T) na ova dva
preseka. Nominalna vrednost momenta savijanja koji
odgovara napadnom pravcu a i nultoj aksijalnoj sili bice
obelezena sa My, @ moment koji odgovara aksijalnoj
sili Ng2(B), na drugoj, kvazi horizontalnoj krivoj, sa
Mgo. Tako, prva tacka ima koordinate

S(M,;-0osas M, -sine;0) , a druga T(M,,-ascsM, -sinN,,).
KoriS¢eni horizontalni preseci se mogu priblizno

definisati na nacin kako je to pokazano kod metode
horizontalnog preseka (4):

r V4l V)
M, -cosa M, -sina
dl + dl :l,i
My, My,
r 'h . n
Mg, -cosa Mg, -sina
+ =1 (11)
Mdz,x MdZ,y

Za obostrano simetriéno armirane poprecne preseke,
bilo da je armatura grupisana u uglovima ili je armatura
na neki nacin rasporedena po obimu preseka,
opravdano je usvojiti jednake vrednosti eksponenata za
oba pravca [2] na nacin kojim se uvodi uticaj Celika za
armiranje (preko mehanickog koeficijenta armiranja - w):

N=y,=y=-13-0+2i
n=n, :77=—022a)+115

Konaéno, sada su za jedan napadni ugao poznate
dve tacke zamenjujuée povrsi (Si T). Uz dve tacke koje

AN

Nu
A Generatrix line

¢ Ascending bramch

“_\ Directrix line 2 (Ng)

i o Generatrix line
SCenAing branc

Slika 11. Kori$c¢ene veli¢ine u kombinovanom postupku [2]

odgovaraju maksimalnoj i minimalnoj aksijalnoj sili (U i
V), a koje je jednostavno odrediti, to su cetiri tatke na
vertikalnom preseku kroz interakcionu povr§ za zadati
napadni ugao. Kroz ove Cetiri tacke proviagi se
zamenjujuca kriva data sa dva anliticka izraza (posebno
za rastucu i opadajucu granu):

( M, -M,, '(I_Nu/Nut) ]_

Mdz_Mm'(l_Ndz/Nut)
_[ Nu‘Nu_t].[ N“]:O,i (12)
Ndz_Nut Nd2

(NUC—NU T M, _
- =0, gdeje
N,. — N, M,,

uc

§=(O.8-w—0.7)-[uj+0‘95. (13)
Nuc_ lim

Variranjem napadnog ugla, na opisani nacin je
moguce formirati zamenjujuéu interakcionu povrs.

Prikazani kombinovani postupak, kao i prethodno
prikazani postupci, bazira na poznatim karakteristi¢nim
taCkama povrsi, koje odgovaraju slu¢ajevima jednoosno
savijanog preseka. Ocigledna prednost ovog postupka je
u Cinjenici da se na jedinstven nacin, nezavisno od
spoljasnjih uticaja, analiticki odreduje zamenjujuca
interakciona povrS. Dodatno, postupak je definisan za
ceo domen aksijalne sile, ¢ime je ,pokrivena® i zona u
kojoj je presek zategnut. Ipak, mora se primetiti da je
postupak i dalje prilicno komplikovan i zametan za
prakti¢nu primenu.

Na sl. 12 su, ilustracije radi, prikazane aproksima-
tivne interakcione povrSine dobijene primenom Bresler-
ovog postupka raciproCne sile i prikazanim kombino-
vanim postupkom.

~. \
Ny oo

b .
300y
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Sllika 12. Oblici aproksimativnih interakcionih povrsi prema Bresler-ovom i kombinovanom postupku

Komentar

Prikazano je nekoliko najéeSce koriS¢enih pribliznih
postupaka dimenzionisanja ili kontrole nosivosti koso
svijanog popre¢nog preseka. Postupci su, pri tome,
klasifikovani saglasno nacinu aproksimacije. Grafickim
metodama je moguce ostvariti visoku taénost proracuna,
a postupak dimenzionisanja ima shemu identi¢nu onoj
za jednoosno savijane preseke. Medutim, uslov je
postojanje biblioteka preseka interakcionih povrsi. lako
se njihovom bezdimenzionalnod¢éu mozZe problem
generalisati da ne zavisi od npr. kvaliteta betona, broj
varijabilnih parametara je i dalje velik, ¢ime bi neka
upotrebljiva biblioteka dijagrama sadrzala na hiljade
istih. Alternativa su odgovarajuce racunarske procedure,
no upitna je opravdanost koriS¢enja ovakvog reSenja za
potrebe aproksimativnog resenja.

Sa inzenjerskog stanovista su, svakako,
najinteresantnije metode kojima se nastoji aproksimirati
interakciona povrs. Prikazani postupci reciproCne sile i
horizontalnog preseka (oba inicijalno postavljena od
strane Bresler-a) su reprezenti dva osnovna prilaza ovoj
aproksimaciji.

Primenom  meode reciprocne sile  stvarna
interakciona povrs se zamenjuje aproksimativhom povrsi
vrlo slicnog oblika. Istina, zamenjuju¢a povrs je
definisana samo na strani pritiska po aksijalnoj sili, no
ovo i jeste situacija koja je najceS¢e od interesa. Sam
postupak je definisan relativnho jednostavnim analitiCkim
izrazom, a treba primetiti da u praktiénim problemima ne
postoji potreba za odredivanjem kompletne povrsi (od

interesa su samo pojedine njene tacke). Ipak, primena
metode u praksi nije jednostavna i brza. Naime, valja
imati na umu da se zamenjuju¢a povr§ formira na
kompletno poznatim interakcionim krivama za jednoosno
savijane preseke (za svaku od glavnih osa), i da
zamenjujuca povrs$ ne figuriSe u obliku analitiCki opisane
povrSi, nego jednom paru projekcija ekscentriciteta
odgovara jedna taCka zamenjujuée povrsi. Ovim se
podrazumeva da je za svaki set uticaja potrebno odrediti
tri karakteristicne tacke na poznatim interakcionim
krivama, a zatim, na osnovu njih, odrediti tacku
zamenjujuce povrsi. U situacijama (vrlo Ceste u praksi)
kada se stub dimenzioniSe na veliki broj kombinacija
optereCenja, ovakav pristup mozZe biti vrlo zametan.
Dodatno, tatke zamenjujuée povrSi ne mogu biti
povezane po kriterijumu jednakog stanja dilatacija ili
jednakog ugla savijanja (metoda se nikako ne vezuje za
ove veli¢ine), kao Sto je to sluCaj sa tackama stvarne
interakcione povrsi. lako za sam proces dimenzionisanja
ovo nije presudno, ovakve informacije se u inzenjerskim
proraunima smatraju pozZeljnim. Kona¢no, metoda
postaje bar za red veli€ine zametnija za primenu ukoliko
se pokuSa iskoristiti za odredivanje potrebne koli¢ine
armature, umesto za kontrolu dovoljnosti postojece,
pretpostavljene ili na neki drugi aproksimativni nacin
odredene.

Metodom horizontalnog preseka se nastoji Sto
preciznije  analiticki  opisati  horizontalni  presek
bezdimenzionalne interakcione povrSi na nekom nivou
aksijalne sile, pri €emu se nosivosti u dva glavna pravca
normiraju na jednake vrednosti. Jasno je da se
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pogodnim izborom analitickog oblika funkcije moze
posti¢i visok stepen poklapanja sa stvarnom krivom
preseka. Medutim, broj parametara kojima je ovaj oblik
definisan je, i ovde, velik. Predlozima za usvajanje
vrednosti pojedinih parametara se, uvek, nastoji
obezbediti konzervativnost postupka. Pokazano je da
postupci kojima se obuhvata i uticaj koli¢ine Celika za
armiranje moraju biti favorizovani. Primena postupka,
opet nije jednostavna, i sli¢ne je sloZzenosti kao i
prethodni postupak. Svakom nivou aksijalne sile
odgovara novi horizontalni presek, ¢ime je, u najmanju
ruku, promenjen nacin relativizacije momenata savijanja.

Konaéno, prezentovani kombinovani postupak
sublimira dva prethodna pristupa. Njegova primena nije
vezana za konkretne uticaje, Stu u situacijama velikog
broja kombinacija opterecenja predstavlja prednost.
Rezultujuéi oblik interakcione povrsi je sli€an stvarnom,
no oCigledna je i Zelja za obezbedenjem konzervativnosti
postupka — relativno linearni horizontalni preseci. | ovaj
postupak je sli€nog, mozda i veéeg, stepena slozenosti
kad je o prakti¢noj primeni rec.

5. ZAKLJUCAK

Problem raCunskog utvrdivanja konacnog stanja
naprezanja koso savijanog preseka je zavisan od velikog
broja parametara, i samim tim kompleksan. Otud se ni
jednostavni aproksimativni postupci ne mogu ocekivati.
Prikazanim algoritamskim reSenjem problem se reSava
brzo na nivou popre¢nog preseka i, danas je opravdano
oCekivati da su koso savijani preseci proracunati
koris¢enjem ovakve ili slicne programske procedure.

REZIME

PRORACUN KOSO SAVIJANIH AB PRESEKA
Zoran BRUJIC

Radom se analiziraju metode i postupci proracuna
koso savijanih armiranobetonskih preseka.

Dat je opis opSteg algoritamskog resenja problema,
kojim se reSava problem odredivanja potrebne koli€ine
armature u presek. Tacnost rezultata ovog pristupa je
ograni¢ena tacnosc¢u postavljenih osnovnih proraunskih
hipoteza, te postavijenim tolerancijama. Prikazano
reSenje se odlikuje maksimalnom brzinom proracuna, ali
i veéim brojem mogucéih proracunskih singulariteta. Zato
je posebno istaknut nacin reSavanja potencijalnih
kritiénih mesta u proracunu.

Kako i savremena inzenjerska praksa za proracun
koso savijanih preseka koristi aproksimativnhe metode, to
je u radu data klasifikacija postupaka proracuna i opisani
su najéeSce kori8ceni postupci. Posebna pazZnja
posvetena je metodama kojima se aproksimira
interakciona povr$ preseka. Vecina opisanih postupaka
namenjena je kontroli postoje¢e/usvojene armature.
Postupci su analizirani sa stanoviSta jednostavnosti
prakticne primene, kao i moguénosti primene u
situacijama odredivanja potrebne koli¢ine armature.

Kljuéne re€i: koso savijanje, interakciona povrs,
algoritamsko reSenje, aproksimativna redenja
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SUMMARY:

DESIGN OF BIAXIALLY BENDED RC SECTIONS
Zoran BRUJIC

Methods and calculation procedures dealing with
design of biaxial bended RC cross-sections are given in
the paper.

General algorithmic solution, which can be used to
determine necessary amount of reinforcement in the
section is given. lts accuracy is limited only by approxi-
mations in basic design hypothesis and by adopted
calculation tolerances. Given solution is characterized
with maximal calculation speed, but with few possible
calculation singularities, as well. Therefore, all critical
points within the procedure are especially analyzed.

The use of approximate procedures of design of
biaxial bended sections is still actual in practice. There-
fore, the classification of methods and description of
most frequently used procedures are given. Close atten-
tion is given to the methods that approximate failure
surfaces. Most of described procedures are used to
check if adopted/existing reinforcement amount in the
section could resist exterior loads. Simplicity of use in
everyday practice and the possibility of using when
amount of reinforcement is not known are analyzed for
each method.

Key words: biaxial bending, failure surface,
algorithmic solution, approximate solutions
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