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TEOPEME O ®UKCHO]J] TAYKH Y KOHYCHOM
METPHUYKOM ITIPOCTOPY INPUMEHOM ¢ - INCTAHLE

Casxicemak: Y osom pady nocmuzHymu cy pesyamamu Koju ce 00Hoce Ha
odpehusarbe ukcHe mauvke npumeHom c-ducmanye. /[lokasaHo je nocmojarbe
pukcHe mauke y KOHYCHOM MempU4YKoM npocmopy Kada je npecaukasarbe
HenpekudHo. /lokasaHo je u nocmojarbe pukcHe mauke y KOMNAEMHOM KOHYCHOM
Mempu4koM npocmopy Kaoa je KOHYc HOpMAAAdH aau Kada npecaukasarse Huje
HenpekuoHo 3a pasaudume epcme KOHMPAKMUBHUX NPECAUKABAFA.

KrbyuHe peyu: koHycHU MempuyKu npocmop, c-ducmarnya, @ - ducmaHya.

YBO/,

@®pannycku Martematuyap Mopuc ®peunie (Maurice Frechet)
1906. roaviHe NpBU NyT YBOAU KOHLENT METPUYKUX MIPOCTOPA, aJik He
noJ, TUM HMeHOM. TepMHUH MeTpPUYKU IpPOCTOP KaCHHUje YBOLHU
HeMauku MaTeMatuyap Penukc Xaycamopd (Felix Hausdorff) koju ce
cMaTpa jeJHUM O0J, ocHUBada TtomnoJsiorvje. KacHuje, 2007. roauHe
yBeJIeH je MojaM KOHYCHUX MEeTPUUYKUX NPOCTopa, MehyTUM OHHU cy Beh
nocrtojaiu noj uMmeHoM K-metrpuuku u K-HopMupanu npocropu. Y o6a
cayyaja ckyn R peasHux OpojeBa 3aMemeH je ypeheHuM BaHaxoBuM
(Banach) npoctopom E. MHoru ayTopu Cy mnOpoydaBalu mNpo6JieM
oapehrBama QUKCHE TayKe y KOHYCHUM METPHUYKHUM MpPOCTOpUMA
(Kadelburg-Radenovi¢ 2012; Jankovi¢ et al. 2011; Kadelburg et al. 2010;
Abbas-Rhoades 2009; Azam-Arshad 2009; Jungck et al. 2009; Ili¢-
Rakocevi¢ 2009; Wardowski 2009; Ili¢-Rakocevi¢ 2008; Abbas-Jungck
2008).

Y (Kada et al. 1996) nedunuine ce mo NpBd NyT MojaM  @-
JUCTaHIe y KOMIIJIETHOM METPUYKOM NPOCTOPY U J0Kasyje HEKOJIUKO
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TeopeMa 0 QUKCHOj Tauykh y oBoM mnpoctopy. Y (Wang-Guo 2011)
AeduHNCaH je KOHLENT C-AUCTaHIe y KOHYCHOM METPUYKOM NPOCTOPY.
Takobe, y (Cho et al, 2011) yBeZieH je HOBHM KOHUENT C-JUCTaHLE Yy
KOHYCHUM MEeTPHUYKHUM MPOCTOPMMA U [I0KAa3aHO je HEKOJIMKO TeopeMa
0 QUKCHOj TaukU y ypeheHUM KOHYCHUM MeTPUYKUM NpOoCTOpuMa. Y
(Pordevi¢ et al. 2011) pokasaHe cy TeopeMe O QUKCHOj Ta4Kd U
3ajeJHUYKOj PUKCHOj TaYKM NPUMEHOM C-AUCTaHLEe 3a KOHTPAaKTHBHA
npecjvKaBawa y tvs-KOHYCHOM MeTpU4yKoM npocrtopy. Y (Fadail et al.
2012a) pokasaHe cy Heke TeopeMe O PUKCHOj TaYKU MPUMEHOM C-
JUCTaHLe Y KOHYCHOM MeTPUYKOM IpPOCTOpPY 3a IpecJardKaBama Koja
HUCY HellpeKu/Ha.

Y (Hung-Zhang 2007) ce no npBH NyT YBOJU [10jaM KOHYca.

HAedunuyuja 1. (Hung-Zhang 2007) Heka je E peanaH baHaxoB
npoctop. I[loackyn P of E HasuBa ce KOHYC aKo je:
(1) P je 3aTBOpeH, HenpazaH U P #1{6};
(2) a,be R, a,b>0, u x,ye P ciegujaje ax+bye P;
(3) Pn(-P)=1{6}.
Ako je maT koHyc P c E, mapuujasHo ypebewe < y ogHOCy Ha
P je pneduHucaHo ca x<y akKo U caMO aKo je y-—xe€ P.
Kopuctuhemo 03Haky < yMecTo x <y aju X # y
JIOK x << y O3HauyaBaJiaje y—xe€ int P (uHTepuop 3a P).

Y (Deimling 1985) ce neduHulIe nojaM HOpMaJiaH, CEMU-MOHOTOH U
MOHOTOH KOHYC.

Jedunuyuja 2. (Deimling 1985) Konyc P y banaxoBoM npoctopy E
je:
(1) HopmanaaH axo je
infﬂ|x+ y|| ‘X, V€ P, x|| = ||y|| = 1}> 0;

(2) cemu-moHomoH ako nmoctoju M >0 Tako Ja3acBe x,ye€ E Baxu:

O<x<y crenu | <My

)

(3) MoHOMOH ako3acBe x,ye E Baxu:

0<x<y cnemm ||x||£||y

)

Tj. CEMU-MOHOTOH 3a M =1.
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Y (Kada et al 1996) pedunuiie ce mo NpBUA NyT I0jaM
@- JWCTaHLle Yy KOMIJIETHOM MeTPUYKOM IIpOCTOpPYy U J0Kasyje
HEKOJIMKO TeopeMa 0 pUKCHOj Ta4KH Y OBOM IIPOCTOPY.

Hedunuyuja 3. (Kada et al. 1996) Heka je X MeTpHUUKH NpPOCTOp ca
MeTpukoM d. yukumjy p:X x X —[0,00) HazuBaMo @ - gucTaHIA Ha

X ako
(D p(x,z)s p(x, y)+ p(y,z) 3a CBakKo x,y,z€ X ;
(2) Akoje xe X m y, >y y X oHza p(x,y)Sliminfn p(x,yn);
(3) 3a Heko £>0, mocroju  d>0 Tako ga  p(z,x)<d u
p(z,y)< 6 ummmunpa d(x, y)<e.

Ilpumep 1: Heka je X:{llne N}U{O}. 3a cBakO x,ye X,
n

d(x,y)=x+y akoje x#y u d(x,y)=0 akoje x=y je MeTpuKa Ha
X u (X,d) je xoMIIeTaH MeTPUYKHU NPOCTOP. AKO AeDUHUIIEMO p
ca p(x,y)=y, p je w-pucranuana (X,d).

Y (Wang-Guo 2011) peduHHCAH je KOHIENT C-AMCTaHIE Yy
KOHYCHOM MeTpU4KoM npoctopy. Takobe, y (Cho et al,, 2011) yBefeH je
HOBU KOHLENT C-JAMCTaHILle Y KOHYCHUM MEeTPUUYKHUM MNpPOCTOpUMA U
JlOKa3aHO je HEKOJMKO TeopeMa 0 (QUKCHOj Taykd y ypebeHum
KOHYCHUM MEeTPUYKUM MPOCTOPHUMA.

Jeunuyuja 4. (Wang-Guo 2011; Cho et al. 2011) Hexa je (X,d)
KOHYCHM MeTpUuKH npoctop. Onza ce ¢yHkuuja ¢:XxX > E
HasuBa C- JUCTAHIA HA X aKo 3aJl0BoJbaBa ciefiehe:
(1) 6<qg(x,y) 3a cBe x,ye X;
(2) qlx.z)< qlx. y)+4q(y.2) sacBe x,y,z€ X;
(3)3a cee xe X, axo je ¢(x,y,)<SU 3a Heko UeP, ouaa
q(x, y)SU Kajaje {yn} HU3 y X KOjU KOHBeprupaka ye X.
(4)3acBe ce E ca f#<<c, ersuctupa ec E ca 6<<e Tako Ja
g(z,x)<<e u ¢(z,y)<<e omnocuo d(x,y)<<c.

Hanomena 1: Axo je E=R u P=R" oHja je (X,d) npocT
MEeTPUUYKHU NPOCTOP.
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(1) ako ycsoB (3) 3amMeHuMO ciaefehrM yci0BOM

(3) xe X rae ¢(x-)— R je omagajyha cemu-HenpexuHa, oHAa
c-[UCTaHUA ¢ je @-AUCTaHUa Ha X.

(2) nako je BuzeTH fAa aKo je ¢(x,) omagajyha cemu-HempexngHa,
oHza je (3) ogpxuBo. OjatJie je jacHO Aa cBaka @ -AUCTaHLA je C-
JIUCTAHI]A /I OOPHYTO He Ba)KW. 3HAUYM, C-AUCTAHLA je YOIIITeHe
3a @-JWCTaHIy.

Ilpumep 2: Heka je (X,d) KOHYCHM METPUYKU MpPOCTOp U P HopMmasiaH

konyc. CtaBUMO Ja je q(x,y)zd(x,y) 3a cBe x,ye X. OHza je gc-
quctaHia. Heka je c€ E m @ <<c u HeKka je e = % [IpeTnoctaBuMoO f1a je

g(z,x)<<en g(z,y)<<e.
Onpa d(x, y) = q(x, y) < q(x, Z)+ q(Z, y) <<e+e=c. OBo nokasyje zaa
q 3ajoBo/baBa ycuoB (4) u3 Jlebununyje 4, otyga g je C-AUCTaHLA.

PE3YJITATH

Jla 6ucMo [0oKa3asu HEKOJIMKO TeopeMa Koje cjesie NOTpPebHO je
nebunucatu ciaenehy semy (Bugetu (Cho et al. 2011; IMayHoBuh
2017:26)).

Jlema 1. (Cho et al. 2011) Heka je (X,d) KOHYCHM METPHUYKH IIPOCTOP U
g c-pucta”Hua Ha X. Heka je {xn} Hu3 y X. [IpernocraBumo fa je
{Un} HU3 y P KOHBepreHTaH ka 6. Ako je q(xn,xm)SUm 3a n>m,

onzaje {x,} Komujes (Cauchy) nus y X.

Teopema 1. (Wang et al. 2009) Heka je (X,d) KOHyCHM MeTpHYKH
npoctop U P koHyc. Hekaje f:X — X HenpeKuAHO pec/jvKaBame
KOje 3a/10B0J/baBa yCJ10Be KOHTpaKLuje

q(fx. fy) < kqlx. y),3a ce x,ye X (1)
rae je ke [0,1) KoHcTaHTa. OH/Jla 3a HEKO X € X , UTepaTUBHU HU3

{f”x} KOHBeprupa QUKCHOj Tayku QyHKIUje f.

Jlokas: U3abepumo x, € X .CraBumo fjaje x, = f"x,, n=1. [lomohy
(1) umamo
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Q(xn+1’ Xn ) = Q(fxn S ) < kQ(xn "xn—l)
< kzq(xn—l’xn—Z)S RS an(xpxo)
Takobhe,3a n>m
q(x,.x,)< q(x,,x, )+ qlx, x5 )+. +glx, . x,)
<" +k"? +...+k'”)q(x1,x0)
K"

S l_kq(xl’xo)'

m

Jlako je BUzETH Ja {1 q(x,, x, )} KOHBeprupa ka 6. Takohe, momohy

npetxonHe JleMe M0XkeMO 3aK/bYYUTH Ja je {xn} Komujes Hus. Kako je
X KOMILJIeTaH, TO 3HAa4HM fla MIOCTOjU Tayka x € X Tako Ja HM3 {x, |
KoHBeprupa ka x . HempekupgHoct ¢yHKUMje f moapa3yMeBa ja je

x = fx'.

Ako f Huje HempekuzaHa uMamo ciaegehe pesyarate (Wang et al. 2009;
[TaynoBuh 2017:27).

Teopema 2. (Wang et al. 2009) Hexa je (X,d) koMmieTan KOHyCHH

MEeTPUYKHU NIPOCTOP U P HOpMaslaH KOHYC Ca HOPpMaJIHOM KOHCTaHTOM
M. Heka je f:X — X 1pec/ivKaBame Koje 3aJJ0BOJ/baBa YCJIOBe

KOHTpakKLuje
q(fx, fy)<kg(x,y), 3acBe x,ye X (2)
rae je ke [0,1) xoucranTa. Ako ciesehu ycioBH Baxe
inf{”q(x, y)” + ||q(fx,x)|| (X€E X}> 0
3a HeKO ye X ca y# fy, oHja f HMa QUKCHY TadKyy X .
Joka3: : Hzabepumo x,€ X .CraBumo fjaje x, = f"x,, n=1. U3
JloKa3a MpeTXo/jHe TeopeMe 3aK/byuyjeMo ja Hu3 {x, } KoHBeprupa ka

Tauku x € X . OcuM Tora
q('an > Xy ) < kﬂ‘](’ﬁ > Xg )a (3)

m

q(xl,xo) 3acBe n>m. Cagaje

3acBe n=lu q(xn,xm)s1
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m

q('xm-*—l’xm)S 1—k q(xl’xO )’ (4)

Kako {x,} kouseprupa ka x* us (3) u ycnosa (4) us Jepununuje

4 cnepy fia je
gl )< K"qlx,. x,) (5)

3acBe n=1. Kakoje P HopMaJlaH KOHYC ca KOHCTAaHTOM M, u3 (4) u
(5) umamo

Mk"
a0, ) < T oo ) (6)
H HQ(an’X X‘SMk ”q x> %o X| (7)

Axoje x" # fx*, nomohy (6) u (7) ¥ mpeTnocTaBKe UMaMoO
0< inf{‘q(x, x M + ||q(fx,x)|| IX€E X}
< infﬂq(xm,x* 1‘ + ||q(fxm,xm )” tm> 1}
= infﬂq(xm,x* M + ||q(xm+1,x ) :m = 1}

<1nf{Mk ||q X, X, ||+ ||q X5 X, )” m2 1}

=0.
OBO je KOHTPAZAUKTOPHO, OJIAT/Ie 3aK/bydyjeMo JAaje x = fx'.

Teopeme koje HaBoauMO 6e3 Jokasa Mory ce BuzaeTH y (Wang et al.
2009; llaynoBuh 2017:27).

Teopema 3: Heka je (X,d) KOHYCHHM METPHUYKHU IIPOCTOPp U P KOHYC.
Heka je f:X — X HeNpeKWAHO INpecJUKaBawme Koje 3a40BOJ/baBa
yCJI0Be KOHTpaKIuje

q(fx, 1) < klg(x, )+ q(fr.x)+ q(fr.y)], 3a cBe x, ye X (8)

, 1
rae je ke {O,g KoHcTaHTa. OHJla 3a HEKO x€ X, UTEpPAaTUBHU HU3

{f”x} KOHBeprupa QUKCHOj Tayku QyHKIUje f.
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Teopema 4: Heka je (X,d) KOMILJIETAH KOHYCHHU MeTPHUYKU MPOCTOP

M P HOpMa/JaH KOHYC ca HOpMasJIHOM KoHcTaHToM M. Heka je
npecjlKaBame Koje 3a/0B0/baBa yCI0Be KOHTPAKLHje

q(fx. 1) < klg(x, y)+ q( fe.x)+ q(fy.y)], 3acBe x,ye X (9)

1
rae je ke [Ogj KOHCTaHTa. AKO cjieiehy yc/loBU Baxke

inf{”q(x, y)” + ||q(fx,x)|| 1XE X}> 0
32 HeKo ye X ca y# fy, oHJa f uMa QUKCHY Taukyy X .

Y (Fadail et al. 2012b) nocTUrHyT je BpJio 6UTaH pe3y/TaT Kaja
je y nuTamwy oapehuBamwe (UKCHe TauyKe Yy KOHYCHOM MeTPHUYKOM
IpOCTOPY NPHUMEHOM C-JUCTaHILe. OBaj pesyataT npejcTaB/ba
npouupeme Beh no3HaTux pesyJTara, y OBOM pajly je IpUMeHEH HOBU
NPUCTYIl Tj. KOHCTAaHTE Yy KOHTPAKTUBHOM YCJOBY Cy 3aMemeHe
byHKIMjoM. MoXe ce U BUZETH Jla je k y CBUM IMPETXOJHO HaBeJeHUM
TeopeMaMa KOHCTAHTa, y TeopeMHU Koja cieau k je GyHKUHja.

Teopema 5. (Fadail et al. 2012b) Hexa je (X,d) KoMIIeTaH KOHYCHH
METPUYKHU NPOCTOP U g¢je c-puctaHua Ha X. Heka je f: X - X wu
NPEeTNOCTaBUMO Jla I0CTOjU Npec/uKaBawek : X — [0,1) TaKo Jia je:

1) k(fx)<k(x) 3a cBako xe X;

2) q(fx, fy)<k(x)g(x,y) 3acBaxo x,ye X;
Onza f wuMa QUMKCHY TadyKy x € X 3a 6MJI0 Koje x€ X, UTepaTMBHU

HU3 {f”x} KOHBeprupa GUKCHOj TayKH.

Jlokas: Hsabepumo x,€ X , y3MUMO Za je x, = fx,, X, = fx, = f X,...
OH/Ia UMaMO:

Q( > Xnit Q(fxn 0 Jx, )
(%, )a(x, . x,)
(fr,-)alx, . x,)
(

xn2)(nl’ )

S k(xo )Q('xn—l 4 xn )
<k’ (xo )Q(xn—z > Xyt )

|/\\—/

k
k
k

IA

AN

< (k(x,)) gz, x,)
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3a m>n2=1 cnepu

q(xn’xm ) < CI(xn’an )+ Q(xn+1’xn+2 )+ -t q(xm—l’xm)
< (ko) + eCe))™ + ot (k)" oy x,)

< (kG)'
1-k(x,)

Kako je X KOMILJIeTaH TO 3HA4M Jia MOCTOjU x € X Tako Aa x. —> x* .
n

q(xy,x,) .

Ha ocHoBy ycsoBa (3) u3 Jlepunuiuje 4 mumMmamo

glx,,x")< —fli(;chii)
Ca pyre cTpaHe UMaMo /ia je

alx,. )= al .0 ')
k(xn—l )q(xn—l ’X*)
k(fxn—z )q(xn—l ’X*)
k(xn—Z )Q(xn—l’X*)

q(xy,x,).

I IA

IA

;k(xo )Q(xn—l X )

(k(x))"™

<k(x, )—2>—qlx,,x

( 0) 1—k(x,) Q( 0 1)

(k(xp)'
=———qglx,,x, ).

l—k(xo)CI( 0 1)
U3 cBera npeTxoAHO HaBeAeHOr U NpuMeHoM Jleme 1 umaMo ga je
x" = fx". lakse x* je GUKCHa TauKa MpecjiuKaBama f.

3AK/bYYAK

[locToje mpuMepH y KojuMa ce jaCHO BHU/JAM Ja (PUKCHA Tayka
NOoCTOjU, MehyTUM, MHOTH NO3HATH pe3y/]TaTH U MeToAe ojpehuBama
bUKCHe TauKe ce He MOTYy IPMMEHUTH Ha TakBe NpHMepe ako f He

3a/10Bo/baBa KOHTpakTUBHHU yciaoB d(fx, fy) < kd(x,y) 3acBe x,ye X .

Y TakBUM cjy4ajeBUMa ce (PUKCHA TayKa MOe OJ[peJUTH CaMoO
IPpUMEHOM C-JMCTaHLe.
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FIXED POINT THEOREMS IN A CONE METRIC SPACE WITH THE
USE OF C-DISTANCE

Abstract: Abstract: In this paper we achieved the results related to determining
the fixed point using c-distance. The existence of a fixed point in a cone metric
space is proved when the mapping is continuous. The existence of a fixed point in a
complete cone metric space is proved when the cone is normal but when the
mapping is not continuous for different types of contractive mapping.

Key words: cone metric spaces, c-distance, @ -distance.



