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ТЕОРЕМЕ  О  ФИКСНОЈ  ТАЧКИ  У  КОНУСНОМ  

МЕТРИЧКОМ  ПРОСТОРУ  ПРИМЕНОМ    c – ДИСТАНЦЕ 
 

Сажетак: У овом  раду постигнути су резултати који се односе на 
одређивање фиксне тачке применом c-дистанце. Доказано је постојање 
фиксне тачке у конусном метричком простору када је пресликавање  
непрекидно. Доказано је и постојање фиксне тачке у комплетном конусном 
метричком простору када је конус нормалан али када пресликавање није 
непрекидно за различите врсте контрактивних пресликавања. 
 

Кључне речи: конусни метрички простор, c-дистанца,  ω - дистанца. 
 
 

 
УВОД 

 

Француски  математичар  Морис  Фреше (Maurice  Frechet)  
1906. године први  пут  уводи  концепт  метричких простора, али не 
под тим именом. Термин  метрички простор  касније уводи  
немачки математичар  Феликс Хаусдорф (Felix Hausdorff) који се 
сматра једним од оснивача топологије.  Касније, 2007. године  
уведен је појам конусних метричких простора, међутим они су већ 
постојали под именом К-метрички и К-нормирани простори. У оба 
случаја скуп  R реалних бројева замењен је уређеним Банаховим 
(Banach) простором Е. Многи аутори су проучавали проблем 
одређивања фиксне тачке у конусним метричким просторима 
(Kadelburg-Radenović 2012; Janković et al. 2011; Kadelburg et al. 2010;  
Abbas-Rhoades 2009; Azam-Arshad 2009; Jungck et al. 2009;  Ilić-
Rakočević 2009; Wardowski 2009; Ilić-Rakočević 2008; Abbas-Jungck 
2008).  

У (Kada  et al.   1996) дефинише се по први пут појам   ω - 
дистанце у комплетном метричком простору и доказује неколико 
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теорема о фиксној тачки у овом простору.  У  (Wang-Guo 2011) 
дефинисан је концепт  c-дистанце у конусном метричком простору. 
Такође, у (Cho et al., 2011) уведен је нови концепт c-дистанце у 
конусним метричким просторима и доказано је неколико теорема 
о фиксној тачки у уређеним конусним метричким просторима.    У  
(Đorđević et al.  2011)  доказане су теореме о фиксној тачки и 
заједничкој фиксној тачки применом  c-дистанце за контрактивна 
пресликавања  у  tvs-конусном метричком простору.  У (Fadail  et al.  
2012а) доказане су неке теореме о фиксној тачки  применом c-
дистанце у конусном метричком простору за  пресликавања која 
нису непрекидна.  
 
У  (Hung-Zhang 2007) се по први пут уводи појам конуса. 
 
Дефиниција 1. (Hung-Zhang 2007) Нека је E  реалан Банахов 
простор.  Подскуп P   од  E  назива се конус  ако је: 

(1) P  је затворен, непразан и  { }θ≠P ; 

(2) ,, Rba ∈    ,0, ≥ba   и   Pyx ∈,   следи да је Pbyax ∈+ ; 

(3) ( ) { }θ=−∩ PP . 

Ако је дат конус  EP ⊂ ,  парцијално уређење ≤  у односу на 
P  је дефинисано са yx ≤   ако и само ако је  .Pxy ∈−  

Користићемо ознаку  <  уместо  yx ≤  али yx ≠  

док  yx <<  означава да је  Pxy int∈−  (интериор  за  P ). 

 
У  (Deimling 1985) се дефинише појам нормалан, семи-монотон и 
монотон конус. 
 
Дефиниција 2. (Deimling 1985) Конус  P  у Банаховом простору  E   
је: 

(1)  нормалан   ако је   
                     { } ;01,,:inf >==∈+ yxPyxyx  

(2) семи-монотон  ако постоји  0>M  тако да за све  Eyx ∈, важи: 

                                yx ≤≤θ   следи  yMx ≤ ; 

(3) монотон  ако за све  Eyx ∈,   важи: 

                     yx ≤≤θ     следи   yx ≤ , 

тј. семи-монотон за .1=M  
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У (Kada  et al.   1996) дефинише се по први пут појам                           
ω - дистанце у комплетном метричком простору и доказује 
неколико теорема о фиксној тачки у овом простору.  

 
Дефиниција 3. (Kada et al. 1996)  Нека је X  метрички простор са 
метриком .d  Функцију  [ )∞→× ,0: XXp  називамо  ω - дистанца на 

X  ако  
(1)  ( ) ( ) ( )zypyxpzxp ,,, +≤    за   свако  Xzyx ∈,, ; 

(2)  Ако је  Xx ∈   и  yyn →   у  X  онда  ( ) ( )nn yxpyxp ,inflim, ≤ ; 

(3)  За  неко 0>ε , постоји  0>δ   тако да   ( ) δ≤xzp ,   и  

( ) δ≤yzp ,  имплицира ( ) ε≤yxd , . 

  

Пример 1: Нека је  { }0|
1

∪








∈= Nn
n

X . За свако Xyx ∈, ,  

( ) yxyxd +=,  ако је  yx ≠  и ( ) 0, =yxd   ако је  yx =   је метрика на 

X   и  ( )dX ,  је комплетан метрички простор. Ако дефинишемо   p  

са  ( ) yyxp =, ,  p   је ω -дистанца на ( )dX , . 

 
У  (Wang-Guo 2011) дефинисан је концепт  c-дистанце у 

конусном метричком простору. Такође, у (Cho et al., 2011) уведен је 
нови концепт c-дистанце у конусним метричким просторима и 
доказано је неколико теорема о фиксној тачки у уређеним 
конусним метричким просторима.     
 
Дефиниција 4. (Wang-Guo 2011; Cho et al. 2011) Нека је ( )dX ,  

конусни метрички простор. Онда се функција  EXXq →×:   

назива  c - дистанца на X  ако задовољава следеће: 
(1) ( )yxq ,≤θ   за  све  Xyx ∈, ; 

(2) ( ) ( ) ( )zyqyxqzxq ,,, +≤   за све   Xzyx ∈,, ; 

(3) за све   Xx ∈ ,  ако је ( ) Uyxq n ≤,   за  неко   PU ∈ , онда  

( ) Uyxq ≤,  када је { }ny   низ  у  X  који конвергира ка  Xy ∈ . 

(4) за све  Ec ∈  са  ,c<<θ   егзистира   Ee ∈   са  e<<θ  тако да  

( ) exzq <<,   и  ( ) eyzq <<,   односно   ( ) ., cyxd <<  

 
Напомена 1:  Ако је  RE =    и   += RP   онда је  ( )dX ,  прост  

метрички простор.  
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(1) ако услов  (3)  заменимо следећим условом  
       (3')   Xx ∈   где   ( ) +→⋅ Rxq ,  је опадајућа семи-непрекидна, онда  
c -дистанца  q  је  ω -дистанца на .X   

(2) лако је видети да ако је ( )⋅,xq  опадајућа  семи-непрекидна, 

онда је (3) одрживо.  Одатле је јасно да свака ω -дистанца је  c -
дистанца  али обрнуто не важи. Значи,  c -дистанца   је  уопштење   
за  ω -дистанцу. 
 
Пример 2:  Нека је ( )dX ,  конусни метрички простор  и  P  нормалан 

конус. Ставимо да је ( ) ( )yxdyxq ,, =  за све Xyx ∈, . Онда је q c -

дистанца. Нека је  Ec ∈  и c<<θ  и нека је .
2

c
e =  Претпоставимо да је 

( ) exzq <<,  и ( ) eyzq <<, .  

Онда ( ) ( ) ( ) ( ) .ceeyz,qzx,qyx,qyx,d =+<<+≤=  Ово показује да 

q   задовољава  услов (4) из  Дефиниције 4, отуда  q   је  c -дистанца. 

 
РЕЗУЛТАТИ 
 

Да  бисмо доказали неколико теорема које следе потребно је 
дефинисати следећу лему (видети (Cho et al.  2011; Пауновић 
2017:26)). 
 
Лема 1. (Cho et al. 2011) Нека је ( )dX ,   конусни метрички простор и  

q   c -дистанца на .X  Нека је { }nx   низ  у  .X  Претпоставимо да је  

{ }nU   низ  у  P  конвергентан  ка  .θ   Ако је  ( ) mmn Uxxq ≤,    за  ,mn >  

онда је  { }nx  Кошијев (Cauchy)  низ  у  .X  

 
Теорема 1. (Wang et al. 2009)  Нека је ( )dX ,   конусни  метрички 
простор  и  P   конус. Нека је  XXf →:  непрекидно пресликавање 

које задовољава услове контракције   
                ( ) ( )yxkqfyfxq ,, ≤ , за све Xyx ∈,                             (1) 
где  је   [ )1,0∈k   константа. Онда за неко  Xx ∈ , итеративни  низ   

{ }xf
n

 конвергира  фиксној тачки  функције  .f   
 

Доказ:  Изаберимо  Xx ∈0 . Ставимо да је  ,0xfx n

n =  .1≥n  Помоћу  

(1) имамо 
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                ( ) ( ) ( )111 ,,, −−+ ≤= nnnnnn xxkqfxfxqxxq  

                                 ( ) ( )0121

2 ,..., xxqkxxqk
n

nn ≤≤≤ −−  

Такође, за  mn >   
                   ( ) ( ) ( ) ( )mmnnnnmn xxqxxqxxqxxq ,...,,, 1211 −−−− +++≤  

                                  ( ) ( )01

21 ,... xxqkkk
mnn +++≤ −−  

                                  ( ).,
1

01 xxq
k

k
m

−
≤    

 
 

Лако је видети да  ( )








−
01 ,

1
xxq

k

k
m

 конвергира  ка θ . Такође, помоћу 

претходне Леме можемо закључити да је { }nx   Кошијев низ. Како је 

X комплетан, то значи да постоји тачка Xx ∈∗  тако да низ  { }nx  

конвергира ка .∗
x  Непрекидност функције f  подразумева да је 

.
∗∗ = fxx         

 
Ако  f   није непрекидна имамо следеће резултате (Wang et al. 2009; 

Пауновић 2017:27). 
 
Теорема 2. (Wang et al. 2009)   Нека је ( )dX ,  комплетан    конусни  

метрички простор  и  P  нормалан  конус са нормалном константом  
.M  Нека је  XXf →:   пресликавање које задовољава услове 

контракције   
            ( ) ( )yxkqfyfxq ,, ≤ ,   за све   Xyx ∈,                                  (2) 
где  је   [ )1,0∈k   константа. Ако следећи  услови  важе   

                                         ( ) ( ){ } 0:,,inf >∈+ Xxxfxqyxq  

за  неко  Xy ∈   са  ,fyy ≠   онда  f   има  фиксну тачку у  X . 

Доказ:  :  Изаберимо  Xx ∈0 . Ставимо да је  ,0xfx n

n =  .1≥n  Из  

доказа претходне теореме закључујемо да низ   { }nx  конвергира  ка  

тачки  Xx ∈∗ .  Осим тога  
                        ( ) ( ),,, 011 xxqkxxq

n

nn ≤+                                                (3) 

за све  1≥n  и  ( ) ( )01 ,
1

, xxq
k

k
xxq

m

mn
−

≤   за све  .mn >  Сада је   
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                          ( ) ( ).,
1

, 011 xxq
k

k
xxq

m

mm
−

≤+                                          (4) 

Како  { }nx  конвергира  ка  ∗
x   из  (3)   и   услова  (4)  из  Дефиниције 

4 следи да је  
                          ( ) ( ),,, 011 xxqkxxq

n

n ≤∗

+                                                (5) 

 
за све  .1≥n  Како је P   нормалан конус са константом  ,M  из  (4)  и 

(5)  имамо 

                      ( ) ( ) ,,
1

, 011 xxq
k

Mk
xxq

m

mm
−

≤+                                        (6) 

и                     ( ) ( ) .,, 011 xxqMkxxq n

∗∗

+ ≤                                          (7) 

 
Ако је ,

∗∗ ≠ fxx  помоћу  (6)  и  (7)  и претпоставке  имамо   

                            ( ) ( ){ }Xxxfxqxxq ∈+< ∗
:,,inf0  

                               ( ) ( ){ }1:,,inf ≥+≤ ∗
mxfxqxxq mmm

 

                               ( ) ( ){ }1:,,inf 1 ≥+= +

∗
mxxqxxq mmm

 

                              ( ) ( )








≥
−

+≤ 1:,
1

,inf 0101 mxxq
k

Mk
xxqMk

m
m  

                               .0=        
Ово је контрадикторно, одатле закључујемо  да је    .

∗∗ = fxx  
 
Теореме које наводимо без доказа могу се видети у (Wang et al. 
2009; Пауновић 2017:27). 
 
Tеорема 3:  Нека је ( )dX ,   конусни  метрички простор  и  P   конус. 

Нека је  XXf →:  непрекидно пресликавање које задовољава 

услове контракције   
      ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yfyqxfxqyxqkfyfxq ,,,, ++≤ , за све Xyx ∈,             (8) 

где  је   






∈

3

1
,0k   константа. Онда за неко  Xx ∈ , итеративни  низ   

{ }xf
n

 конвергира  фиксној тачки  функције  .f   
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Теорема 4:  Нека је ( )dX ,  комплетан    конусни  метрички простор  

и  P  нормалан  конус са нормалном константом  .M  Нека је    
пресликавање које задовољава услове контракције   
       ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yfyqxfxqyxqkfyfxq ,,,, ++≤ , за све Xyx ∈,         (9) 

где  је   






∈

3

1
,0k   константа. Ако следећи  услови  важе 

                                         ( ) ( ){ } 0:,,inf >∈+ Xxxfxqyxq  

за  неко  Xy ∈   са  ,fyy ≠   онда  f   има  фиксну тачку у  X . 

 
У  (Fadail et al. 2012b)  постигнут  је врло битан  резултат када 

је у питању одређивање фиксне тачке у конусном метричком 
простору применом c-дистанце.  Oвај резултат представља 
проширење већ познатих резултата, у овом раду је примењен нови 
приступ тј.  константе  у контрактивном услову су  замењене  
функцијом. Може се  и видети да је  k  у свим претходно наведеним 
теоремама константа, у теореми која следи k  је функција. 
 
Теорема 5. (Fadail et al. 2012b)  Нека је  ( )dX ,  комплетан конусни 

метрички простор  и  q је c-дистанца на X. Нека је  XXf →:  и  

претпоставимо да постоји пресликавање [ )1,0: →Xk  тако да је: 

1) ( ) )(xkfxk ≤   за  свако ;Xx ∈  

2) ( ) ),()(, yxqxkfyfxq ≤     за свако ;, Xyx ∈  

Онда   f има фиксну тачку  Xx ∈*  за било које ,Xx ∈  итеративни 

низ { }xf
n  конвергира фиксној тачки. 

 

Доказ:  Изаберимо Xx ∈0 , узмимо да је ..., 0

2

1201 xffxxfxx ===  

онда имамо: 
 

                           ( ) ( )nnnn fxfxqxxq ,, 11 −+ =  

                                            ( ) ( )nnn xxqxk ,11 −−≤  

                                            ( ) ( )nnn xxqfxk ,12 −−=  

                                            ( ) ( )nnn xxqxk ,12 −−≤  

                                            ... 
                                            ( ) ( )nn xxqxk ,10 −≤  

                                            ( ) ( )120

2 , −−≤ nn xxqxk  

                                            ...≤  

                                            ( )( ) ( )100 , xxqxk
n

≤  
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За  1≥> nm   следи 
                    
                              ( ) ( ) ( ) ( )mmnnnnmn xxqxxqxxqxxq ,...,,, 1211 −+++ +++≤  

                               ( ) ( ) ( )( ) ( )10

1

0

1

00 ,)(...)()( xxqxkxkxk
mnn −+

+++≤  

                               
( )

),(
)(1

)(
10

0

0 xxq
xk

xk
n

−
≤ . 

Како је X  комплетан то значи да постоји  Xx ∈*

 тако да ∗→ xxn  . 

На основу услова (3) из Дефиниције 4  имамо   
 

                                      ( ) ( )
),(

)(1

)(
, 10

0

0 xxq
xk

xk
xxq

n

n
−

≤∗ . 

Са друге стране имамо да је  
                                     ( ) ( )∗

−

∗ = fxfxqfxxq nn ,, 1  

                                                   ( ) ( )∗

−−≤ xxqxk nn ,11  

                                                   ( ) ( )∗

−−= xxqfxk nn ,12  

                                                   ( ) ( )∗

−−≤ xxqxk nn ,12  

                                                    ... 
                                                   ( ) ( )∗

−≤ xxqxk n ,10  

                                                   ( )
( )

( )10

0

1

0

0 ,
)(1

)(
xxq

xk

xk
xk

n

−
≤

−

 

                                                   
( )

( )
( )10

0

0 ,
1

)(
xxq

xk

xk
n

−
= . 

Из свега претходно наведеног и применом Леме 1  имамо да је 
∗∗ = fxx . Дакле ∗

x  је фиксна тачка пресликавања  .f  

 
 
ЗАКЉУЧАК 
 

         Постоје примери у којима се јасно види да фиксна тачка 
постоји, међутим, многи познати резултати и методе одређивања 
фиксне тачке се не могу применити на такве  примере  ако  f  не 

задовољава  контрактивни услов  ( ) ( )yxkdfyfxd ,, ≤   за све Xyx ∈, . 

У таквим случајевима се фиксна тачка може одредити само 
применом  c-дистанце. 
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FIXED  POINT  THEOREMS  IN  A  CONE  METRIC  SPACE  WITH  THE  
USE  OF C-DISTANCE 

 
Abstract: Abstract: In  this paper we achieved the  results related to determining 
the fixed point using c-distance. The existence of a fixed point in a cone metric 
space is proved when the mapping is continuous. The existence of a fixed point in a 
complete cone metric space is proved when the cone is normal but when the 
mapping is not continuous for different types of contractive mapping. 
 

Key words: cone metric spaces, c-distance, ω -distance. 
 

 

  


